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Kapitel 1

Photonen

1.1 Der Photoeffekt: Licht l6st Elektronen aus Metallober-
flachen

Viele optische Experimente sprechen daftir, dass es sich beim Licht um eine elektromagnetische
Welle handelt. Experimente wie die Beugung am Gitter, am Einzel- und am Doppelspalt lassen
sich als Interferenzerscheinungen erklaren, und Interferenz ist ein typisches Merkmal einer
Welle. Wegen der vielen Bestétigungen, die die Wellentheorie des Lichts in der Optik erfahren
hat, scheinen sich Zweifel an ihrer universellen Giltigkeit fast von selbst zu verbieten. Dennoch
gibt es Phanomene, die sich der Erklarung durch die Wellentheorie widersetzen:

Experiment 1.1 (Hallwachs-Effekt):  Eine frisch geschmirgelte Zinkplatte wird wie in Abbil-
dung (1.1) auf ein Elektroskop gesteckt und durch einen kurzen Kontakt mit dem Minuspol
einer Hochspannungsquelle negativ aufgeladen. Danach wird die Platte mit dem Licht einer
Quecksilberdampflampe bestrahlt, das einen hohen Anteil an ultraviolettem Licht enthéalt. Die
Platte entladt sich rasch (der Elektroskopausschlag geht auf Null zuriick). Dagegen entladt
sich das Elektroskop nicht, wenn man eine Glasplatte in den Strahlengang bringt.

UV-Lampe

® Zinkplatte

}

Glasplatte

Abbildung 1.1: Versuchsaufbau zum Hallwachs-Effekt (Experiment 1.1)
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Eine mogliche Erklarung fur den Ausgang dieses Versuches besteht darin, dass Elektronen
das Metall verlassen, wenn man es mit Licht bestrahlt. Das Licht scheint Elektronen aus der
Zinkplatte ,herauszuschlagen® (Abbildung 1.2).

einfallendes

ausgeltste Elektronen

Abbildung 1.2: Licht |6st Elektronen aus Metalloberflachen

Dies erklart den Abbau des Elektroneniberschusses auf der negativ geladenen Platte
und damit die Entladung des Elektroskops. Allerdings kann nur UV-Licht den Effekt ausldsen,
wie das Einfuhren der Glasplatte zeigt. Es wird von der Glasplatte absorbiert, woraufhin die
Entladung nicht stattfindet. Sichtbares Licht dagegen kann die Glasplatte fast ungehindert
passieren. Die Auslosung von Elektronen aus einer Metalloberflache durch Licht wird als
aulRerePhotoeffektbezeichnet.

Kann man den Effekt mit der Wellentheorie des Lichts erklaren? Nach der Wellentheorie wer-
den die Elektronen von der einfallenden Lichtwelle zu Schwingungen angeregt. Bei grol3erer
Lichtintensitat ist auch die elektrische Feldstarke gré3er. Dann sollten die Elektronen mit gro-
Rerer Amplitude schwingen, so dass sie leichter aus dem Metall austreten wirden.

Dies steht aber im Widerspruch zu den Beobachtungen: Bei der Bestrahlung mit sichtbarem
Licht werdenkeineElektronen freigesetzt, selbst wenn man die Intensitat sehr stark erhoht.
Nur hochfrequentes UV-Licht ist in der Lage, Elektronen auszulésen (und zwar selbst bei sehr
niedriger Intensitét). Die Wellentheorie des Lichts geréat hier in Erklarungsschwierigkeiten.

1.2 Deutung des Photoeffekts mit Photonen

Um den Photoeffekt zu erklaren, benétigt man eweeartige Modellvorstellungon der Na-

tur des Lichts. In dem neuen Modell stromt Licht nicht als kontinuierliche elektromagnetische
Energie von der Lichtquelle weg, sondern als eine Vielzahl&wergieportionen, vergleich-

bar mit einemStrom von TeilcherDiese Energieportionen nennt man Lichtquanten &dher-

tonen. Der Photoeffekt wird in diesem Modell als , Stol3* zwischen Photonen und Elektronen
gedeutet. Ein Elektron wird aus dem Metall herausgeschlagen, wenn es von einem Photon ge-
troffen wird und dessen gesamte Energie tbernimmt.
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Welche Eigenschaften besitzen diese Lichtquanten? Beim Photoeffekt ist ihr hervorstechends-
tes Merkmal die Energie, die sie an das Elektron Ubertragen. Experimentell hat sich gezeigt,
dass die Fahigkeit, Elektronen auszulésen (also Energie zu lUbertragen) um so groR3er ist, je
grol3er die Frequenk des eingestrahlten Lichts ist. Es ist also zu vermuten, dass die Energie
der Photonen mit der Frequenz wachst. Wir stellen die Hypothese auf, dass die Energie eines
Photons proportional z#i ist: E >» f. Bezeichnet man die Proportionalitatskonstante hmit

erhalt man die Beziehung

E=htf: (1.1)

Der Photoeffekt wird dann folgendermalRen mit Hilfe der Photonenvorstellung gedeutet:

Beim Photoeffekt treffen Photonen auf eine Metalloberflache. Wenn ein Photon
auf ein Elektron trifft, wird das Photon absorbiert. Die Energie h ¢ ¥ des Pho-

tons wird auf das Elektron Gbertragen; mit der gewonnenen Energie kann das
Elektron das Metall verlassen.

Das an der Metalloberflache austretende Elektron hat allerdings eine etwas kleinere kinetische
Energie alsh ¢ f. Denn um die Metalloberflache von innen nach auf3en zu Gberwinden, muss
das Elektron eine fur das jeweilige Metall charakteristische Arbeit leisten, dieAustnitts-

arbeit Wa nennt. Zusatzlich kdnnen die Elektronen bereits im Innern des Metalls durch StoR3e
Energieverluste erleiden.

Die Energiebilanz sieht dann folgendermal3en aus: Vor dem Prozess besitzt das Photon die
Energieh¢f. Nach dem Verlassen des Metalls hat das Elektron die Austrittsavheifeleistet
und durch StoR3e die Energfés abgegeben. Es gilt also die Bilanzgleichung:

htf = Egn + Wa + Ws: (1.2)

Da die EnergiéVs fur jedes ausgeltste Elektron unterschiedlich ist, erh&lt man auch verschie-
dene Werte der kinetischen Energie. Der maximal mogliche Blgttnax der kinetischen Ener-
gie wird erreicht, weniWs = 0 ist. Dann gilt demnach

Ekinmax = htF § Wa: (Einstein-Gleichung) (1.3)

Dieser Maximalwert vor;, l&sst sich im Experiment ermitteln. Damit ist auch die Hypothe-
se, dass die Energie eines Photons der Frequenz proportional ist, einem experimentellen Test
zuganglich.
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1.3 Experimentelle Uberprufung der Energiebilanz und Be-
stimmung der Planckschen Konstanten

Um die Energiebilanz (1.3) experimentell zu prifen, muss ein Messverfahren gefunden wer-
den, mit dem die kinetische Energie der Elektronen fiir verschiedene Photonenehérgiien
bestimmt werden kann.

Experiment 1.2: In einer evakuierten Réhre befinden sich zwei Elektroden (Abbildung 1.3).
Auf die Kathode ist eine metallene Schicht (z. B. Kalium) aufgedampft. Die Anode besteht
aus einem Metallring und dient als Auffangelektrode fir die ausgeldsten Elektronen. Man
nennt eine solche Rohre eine Photozelle; die Metallschicht auf der Kathode wird auch als
Photoschicht bezeichnet. Wird die Photoschicht von auflen mit Licht bestrahlt, so zeigt
das Uber einen Messverstarker angeschlossene Amperemeter einen Strom lp, an, den
Photostrom.

Ringanode Photokathode

Licht

Abbildung 1.3: Nachweis des Photostroms mit einer Photozelle

Im Unterschied zu Experiment 1.1 wurde hier ein Metall verwendet, bei dem der Photo-
effekt auch mit sichtbarem Licht auftritt. Das bedeutet, dass schon bei sichtbarem Licht
Elektronen aus dem Metall austreten kénnen. Die ausgeldsten Elektronen werden zur Anode
hingezogen. In der Photoschicht entsteht durch die fehlenden Elektronen ein Ladungsde-
fizit. Da Uber das Amperemeter Elektronen nachflieBen, wird dieses ausgeglichen. Diese
Elektronenverschiebung wird als Photostrbsp registriert.

Die Bestimmung der kinetischen Energie der Elektronen gelingt mit der sogenasedemn-
feldmethodeDabei werden die Elektronen auf dem Weg zur Anode durch eine Gegenspan-
nung Uy abgebremst. Der Photostrom wird Null, wenn die Gegenspannung gerade so weit
erhoht wird, dass auch die schnellsten Elektronen die Potentialdifferenz zwischen Kathode und
Anode nicht mehr tberwinden kdnnen. Fur die Energie der schnellsten Elektronen gilt dann
Ekinmax = € ¢ Ug. Damit lasst sich der Zusammenhang der maximalen kinetischen Elektro-
nenenergie und der Frequehales eingestrahlten Lichtes tber die angelegte Gegenspannung
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bestimmen. Zudem kann der Wert fur die PorportionalitdtskonstafRéancksches Wirkungs-
guantum) bestimmt werden.

Das folgende Experiment ist sowohl als Realexperiment als auch in Form eines Interaktiven
Bildschirmexperimentes (IBE) durchfiihrbar. Wenn Sie das IBE benutzen méchten, rufen Sie
das ProgrammIBE zum Photoeffekt-deutsch.exe® auf. Klicken Sie im Hauptmenu auf
~.Gegenfeldmethode®. Unter ,Aufbau“ wird sowohl der reale Versuchsaufbau als auch eine
Versuchsskizze dargestellt. Unter ,Versuch® kénnen Sie direkt mit der Durchfiihrung des Ex-
perimentes am Computer beginnen. Folgen Sie dazu den Anweisungen auf dem Bildschirm.

Experiment 1.3 (Realexperiment oder IBE): Die Kathode der Photozelle wird mit einer
Quecksilberdampflampe beleuchtet. Um monochromatisches Licht zu erhalten, werden Inter-
ferenzfilter oder ein Geradsichtprisma benutzt.> Fiir die verschiedenen Lichtfrequenzen wer-
den die Gegenspannungen Uy bestimmt, bei denen der Photostrom verschwindet und die
Messwerte in ein e ¢ Ug-f-Diagramm Ubertragen.

Da der Photostrom nur sehr allm&hlich abfallt, ist es schwierig, den Nullpunkt exakt festzule-
gen. Man stellt fest, dass die fir verschiedene Frequenzen des auffallenden Lichts gemessenen
Werte fUr die Gegenspannung auf einer Geraden liegen (Abbildung 1.4; Messwerte auf der
Grundlage des IBEs zum Photoeffekt).

2,5 7
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Abbildung 1.4: Gemessene Gegenspannungen fliir verschiedene Frequenzen

Dies stimmt mit Gleichung (1.3) Giberein, die umgeformt die Gestalt der Geradengleichung
etU; =htf j Wa (1.4)

besitzt. Die dieser Gleichung zugrunde liegende Hypothese, dass die Photonenenergie propor-
tional zur Frequenz ist, findet damit ihre Bestatigung. Aus dem Vergleich der Geradengleichung

IMan nutzt dabei aus, dass im Licht der Quecksilberdampflampe nicht alle Frequenzen enthalten sind, sondern
nur ganz bestimmte. Auf diese sogenanr@ektrallinienwird im Zusammenhang mit dem Aufbau der Atome
noch ausfuhrlich eingegangen.
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mit den gemessenen Daten kann man die Werte der Konstantad W, ablesen. Die Stei-
gung der Geraden bestimmt die Proportionalitdtskontstam@ischen Photonenenergie und
Frequenz. Aus prazisen Messungen ergibt sich der Wertvomh = 6;626 ¢ 10i34 Js. Die
fundamentale Naturkonstarttevird alsPlancksches Wirkungsquantdrazeichnet. Sie ist eine
kennzeichnende Grél3e fur das Auftreten von Quanteneffekten.

Die gemessene Gerade schneidet @ié\chse bei der sogenannte@renzfrequenzfy,.

Fir sie ist die kinetische EnergiEin.max = € ¢ Uy der ausgelGsten Elektronen Null. Die
Photonenenergie reicht dann gerade aus, um die Austrittsarbeit aufzubringen. Licht mit
einer Frequen® < fy kann keine Elektronen aus dem betreffenden Metall auslosen. Die
AustrittsarbeitW, erhélt man nach Gleichung (1.4) durch Extrapolation der Geraden zum
Wert f = 0. Der Schnittpunkt mit der Ordinaten liegt bet U; = §Wa. Aus Abbildung

(1.4) liest man einen Wert von etwa 1,6 eV ab (LiteraturWégt = j 2; 25 eV). Benutzt man
Photozellen, bei denen andere Metalle als Kalium auf die Kathode aufgedampft sind, ergeben
sich Geraden mit der gleichen Steigung, die aber wegen der verschiedenen Austrittsarbeiten
andere Achsenschnittpunkte aufweisen (Abbildung 1.5).

4 .
7 — Ca=ium
— E3lium
r v | —dnk
15 20| — Silber
Platin

Abbildung 1.5: Zusammenhang zwischen Frequenz und Gegenspannung fur verschiedene Materialien

Mit dem Versuchsaufbau von Experiment 1.3 lassen sich weitere Belege fur die Pho-
tonentheorie finden:

Experiment 1.4: Benutzen Sie den Versuchsaufbau von Experiment 1.3 und reduzieren Sie
die Intensitat des Lichts, das auf die Photoschicht fallt, z.B. durch Graufilter. Man beobachtet
einen kleineren Photostrom, aber die Gegenspannung Ug zur Abbremsung der schnellsten
Photoelektronen bleibt gleich.

Experiment 1.4 zeigt, dass die kinetische Energie der Photoelektronen nur von der Frequenz
und nicht von der Intensitat des Lichts abhéngt. Nach der Photonentheorie ist das einsichtig,
denn die Frequenz bestimmt die Photonenenergie. Nach der klassischen Wellentheorie hinge-
gen sollte Licht hoherer Intensitdt mehr Energie auf die Elektronen tbertragen, weshalb die ki-
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netische Energie der Photoelektronen mit der Intensitat zunehmen sollte. Das Versuchsergebnis
deutet also darauf hin, dass beim Photoeffekt die Energie in einem quantenhaften Einzelprozess
auf die Elektronen tGbertragen wird.

1.4 Impuls von Photonen

Die erfolgreiche Interpretation des Photoeffekts mit Hilfe des Photonenbegriffs legt eine Teil-
chentheorie des Lichts nahe. Dafur spricht auch ein weiterer experimenteller Befund: Die Pho-
tonen besitzen eineimpuls den sie auf Materieteilchen Ubertragen kénnen. Das zeigt sich
z.B. im Phanomen des Staubschweifs von Kometen. Er ist immer von der Sonne weggerich-
tet, weil die Photonen des Sonnenlichts einen Impuls auf die Staubteilchen Ubertragen. Der
direkte Nachweis des Impulsibertrags von Photonen auf Atome gelang 1933, als Otto Frisch
einen Strahl aus Natriumatomen zur Seite ablenken konnte, indem er die Atome mit dem Licht
einer Natriumdampflampe bestrahlte. Heutzutage gehdrt das Abbremsen oder Beschleunigen
von Atomen durch Laserlicht zur Routine in den Physiklaboren.

Der Impuls, den Strahlung auf Materie Ubertragt, ist mit der Strahlungserteigier die Glei-
chungp = % verknipft. Man kann diese Gleichung experimentell bestétigen; sie lasst sich aber
auch theoretisch aus der Relativitatstheorie herleiten. Mit ihr kann man den Impuls bestimmen,
den ein einzelnes Photon besitzt. Wir wissen bereits, dass ein Photon mit der Fréglienz
EnergieE = h ¢ T besitzt. Damit erhalt man

p=——: (1.5)

Wir kdnnen unsere Ergebnisse zu Energie und Impuls von Photonen folgendermalRen zusam-
menfassen:

Ein Photon der Frequenz f besitzt eine EnergieE = h ¢ ¥ und einen Impuls
— hef

c -

Die quantenhafte Ubertragung von Energie und die Existenz des Photonenimpulses deuten auf
ein Teilchenmodell des Lichts hin. Aber wie sind dann die zahlreichen Befunde zur Interferenz
des Lichts einzuordnen, die stark auf eine Wellentheorie hindeuten? Sie lassen sich nicht ohne
weiteres mit einer Teilchenvorstellung erklaren. Man stellt sich zu Recht die Frage, was das
Licht denn nun eigentlich ist: Welle, Teilchen, oder etwas ganz anderes? Wellen- und Teilchen-
vorstellung sind so verschieden, dass man sich nicht vorstellen kann, dass beide gleichzeitig
zutreffen.

An dieser Stelle zeigt sich zum ersten Mal, dass die begrifflichen Grundlagen der Quantenme-
chanik weitaus komplexer sind, als die der klassischen Physik. Eine eindeutige Antwort auf
die Frage ,Welle oder Teilchen?“ ist in der Quantenphysik nicht méglich. Quantenobjekte sind
komplizierter. Sie lassen sich in der Regel nicht auf eine der beiden Alternativen festlegen.
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Ob sich bei einem Photon Wellen- oder Teilchenaspekte zeigen, hangt von den genauen Ver-
suchsumstanden ab, unter denen es beobachtet wird. In einem der folgenden Abschnitte wird
sich zeigen, dass mitunter sehr kleine Veranderungen an der Versuchsapparatur ausreichen, um
vom Wellen- zum Teilchencharakter ,umzuschalten®. Die ,,Entscheidung, wie sich ein Photon

in einer bestimmten experimentellen Situation verhélt, bleibt jedoch nicht dem Zufall Gberlas-
sen. Mit der Quantenmechanik lasst sich das Verhalten von Photonen und anderen Quanten-
objekten vorhersagen und beschreiben. In allen Experimenten, die bisher an Quantenobjekten
durchgefuihrt wurden, hat sich eine Ubereinstimmung zwischen Experiment und theoretischer
Beschreibung ergeben.

Allerdings ist die Quantenmechanik keine anschauliche Theorie. Die korrekte Beschreibung
des oftmals seltsam anmutenden Verhaltens der Quantenobjekte wird mit einer gewissen Ab-
straktheit erkauft. Um sich trotzdem in der Quantenwelt zurechtzufinden, ist es nutzlich, zuerst
einige begriffliche Grundlagen zu klaren, die das Verstandnis der GesetzmalRigkeiten im Quan-
tenbereich erleichtern. Dies wird im nachsten Abschnitt unternommen, in dem der Begriff der
»<dynamischen Eigenschaft* von Quantenobjekten eingefuhrt wird.



Kapitel 2

Praparation dynamischer Eigenschaften

2.1 Praparation dynamischer Eigenschaften in der klassi-
schen Mechanik

Physikalische Objekte, die in einem Experiment untersucht werden sollen, missen vorher in
einen vom Experimentator genau bestimmten Zustand gebracht werden. Es missen kontrol-
lierte Anfangsbedingungehergestellt werden. Méchte man beispielsweise in der Mechanik
das Gesetz fir die Bahnkurve des horizontalen Wurfs tberpriifen, muss eine Abschussvor-
richtung hergestellt werden, die es erlaubt, Kugeln gleicher Masse mit moglichst identischen
Anfangswerten von Ort und Geschwindigkeit abzuschiel3en (Abbildung 2.1).

Abbildung 2.1: Praparation von Ort und Geschwindigkeit beim horizontalen Wurf

Ein Verfahren, mit dem Objekte in einen bestimmten Zustand gebracht werden, nerfatdnan
paration. Durch Praparation stellt man physikalische Systeme mit bestimEiggmschaften

her. Die Abschussvorrichtung beim horizontalen Wurf prapariert z. B. Kugeln mit den beiden
Eigenschaften ,befindet sich am Abschusgggt yo)“ und ,besitzt die Abschussgeschwindig-

keit (Vxo; Vyo)".
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Experiment 2.1 (Java-Applet): Anhand des Java-Applets kdnnen Sie sich mit der Praparation
einer Kugel auf bestimmte Anfangsbedingungen von Ort und Geschwindigkeit und mit der Gute
einer Préparation vertraut machen.

Die durch Praparation hergestellten Eigenschaften sind nicht unveranderlich. Deshalb werden
sie als ,dynamische Eigenschaften“ bezeichnet. Im Gegensatz dazu sind z. B. Ladung und
Ruhemasse eines Elektrons unveranderlich; es handelt sich um statische Eigenschaften.

In der klassischen Physik ist das Praparieren von Eigenschaften physikalischer Objekte so
selbstverstandlich, dass selten ausfuhrlicher darauf eingegangen wird. Dagegen tauchen in der
Quantenphysik neue Phanomene auf, die es nétig machen, den Begriff der dynamischen Ei-
genschaft neu zu Uberdenken. Daher sollen in diesem Kapitel die begrifflichen Grundlagen
behandelt werden, die es erméglichen, einen Zugang zu den neuartigen Problemen der Quan-
tenphysik zu finden.

2.2 Prismenversuch mit Licht

Experiment 2.2: Leiten Sie in einem abgedunkelten Raum ein dinnes Lichtbindel wei3en
Lichts auf ein Prisma (Abbildung 2.2 (a)). Auf dem Schirm sehen Sie das aus der elementa-
ren Optik bekannte farbige Regenbogenspektrum. Sie kdnnen Licht einer bestimmten Farbe
herstellen, indem Sie hinter das Prisma eine weitere Spaltblende stellen, die nur das Licht aus
einem eng begrenzten Farbbereich (z. B. grin) durchlasst (Abbildung 2.2 (b)).

\ A
®\\A — &\

bundels im Prisma

Man kann vermuten, dass Licht einer bestimmten Farbetggenschafbesitzt, die dazu fuhrt,
dass es im Prisma um einen ganz bestimmten Winladgelenkt wird. Diese Vermutung kann
man folgendermal3en testen:

Experiment 2.3: Lenken Sie das vorher erzeugte gruine Lichtbiindel durch ein zweites Prisma
auf den Schirm (Abbildung 2.3). Sie werden sehen, dass es im zweiten Prisma nicht mehr
aufgefachert wird. Wie vermutet, wird es um den gleichen Winkel fi wie im ersten Prisma
abgelenkt.

Der Winkel, um den der Strahl abgelenkt wird, hangt natiirlich vom Einfallswinkel auf das Prisma ab. Nur
wenn dieser bei beiden Prismen der gleiche ist, wird der Strahl in beiden Prismen um den gleichen Winkel abge-
lenkt.
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Abbildung 2.3: Test auf Praparation einer Eigenschaft

Das im Experiment erzeugte Licht einer bestimmten Spektralfarbe besitzt also tatsachlich die
Eigenschaft ,wird um einen bestimmten Winkel abgelenkt‘. Dagegen besitzt das weil3e Licht
der Lampe diese Eigenschaft nicht; es wird aufgefachert. Wie wir wissen, ist die in diesem
Experiment gefundene Eigenschaft mit einer anderen identisch: ,besitzt eine bestimmte Wel-
lenl&ange®. Die Eigenschaft ,Wellenlange” bestimmt den Ablenkwinkel ebenso wie die Eigen-
schaft ,Farbe“. Auch ohne dies zu wissen, kdnnten wir durch das methodische Vorgehen bei
dem Experiment Licht herstellen, das die Eigenschaft ,Wellenlange* besitzt. Dadurch kann
man auch in physikalisch unvertrauteren Situationen Eigenschaften analysieren, ohne die phy-
sikalischen Hintergriinde im Detail kennen zu mussen.

Analysieren wir das Verfahren im Hinblick auf den Begriff der Praparation:

1. Die Blende hinter dem ersten Prisma lasst nur Licht durch, das um einen bestimmten
Winkel abgelenkt wurde (vgl. Abbildung 2.2 (b)). Das durchgelassene Licht besitzt die
dynamische Eigenschaft ,wird um einen bestimmten Winkel abgelenkt‘. Prisma und
Blende haben Licht mit dieser Eigenschafipariert

2. Das zweite Prisma hat eine andere Funktion. Es dienfesdsum zu bestatigen, dass
wirklich eine Praparation auf eine bestimmte Eigenschaft stattgefunden hat. Liefert der
Test ein eindeutiges und zugleich vorhersagbares Ergebnis, dann sprechen wir davon,
dass das Objekt die entsprechende Eigenschaft besitzt.

Das hier aufgezeigte Verfahren aus Praparation und Test kann ganz allgemein angewandt wer-
den. Zunachst versucht man, an einem physikalischen Objekt (z. B. Licht oder Elektron) eine
bestimmte dynamische Eigenschaft (z. B. Wellenlange oder kinetische Energie) herzustellen.
Um sicherzustellen, dass es die gewlnschte Eigenschaft tatsachlich besitzt, fiihrt man ein zwei-
tes (evtl. gleichartiges) Experiment durch, das diese Eigenschaft Uberpruft. Besitzt das Objekt
die Eigenschaft, zeigt es sie in diesem Test.

Wenn man mit Sicherheit vorhersagen kann, dass ein Test eine bestimmte Eigenschaft besta-
tigt, dann ist die Vorstellung erlaubt, dass das Objekt diese Eigenschaft winkigitz; sie also

dem Objekt auch unabhangig vom Test zugeschrieben werden kann. Wir werden spater sehen,
dass im Bereich der Quantenphysik diese Vorschrift sehr genau beachtet werden muss. Es wird
sich herausstellen, dass es Falle gibt, in denen man in einen Widerspruch zu den Phanomenen
gerat, wenn man Quantenobjekten eine Eigenschaft unabhangig von einer Praparation, einem
Test oder einer Messung zuschreibt.
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2.3 Nicht immer wird eine Eigenschaft prapariert

Nicht immer préapariert eine Versuchsanordnung eine dynamische Eigenschaft, auch wenn es
zunachst den Anschein hat. Das sieht man an folgendem Experiment: Licht fallt unter einem
Winkel von 45 auf einen Strahlteiler (einen halbdurchlassigen Spiegel; Abbildung 2.4). Das
Licht wird teilweise durchgelassen und teilweise reflektiert, wobei der durchgelassene und der
reflektierte Strahl die gleiche Intensitat besitzen.

)

Abbildung 2.4: Durchgelassener und reflektierter Strahl am halbdurchléassigen Spiegel

Besitzt der durchgelassene Anteil des Lichts eine besondere Eigenschatt, die dazu fihrt, dass er
durchgelassen wird? Hat der Strahlteiler einen Strahl mit der Eigenschaft ,wird durchgelassen*
prapariert? Diese Frage kbnnen wir mit dem allgemeinen Schema von Praparation und Test be-
antworten. Stellen Sie dazu in den durchgelassenen Strahl einen zweiten Strahlteiler. Er stellt
denTestdar. Wenn sich im durchgelassenen Strahl nur Licht mit der Eigenschaft ,wird durch-
gelassen” befindet, dann muss sich diese Eigenschaft im Test zeigen. Am zweiten Strahlteiler
musste dann alles Licht durchgelassen werden; es dirfte nichts reflektiert werden.

Leiten Sie also den durchgelassenen Strahl auf einen zweiten Strahlteiler (Abbildung 2.5). In
diesem Experiment zeigt sich jedoch, dass der durchgelassene Strahl am zweiten Strahlteiler
erneut in einen durchgelassenen und einen reflektierten Anteil aufgespalten wird.

)

Abbildung 2.5: Test: Wurde am durchgelassenen Strahl eine Eigenschaft prapariert?

Das Versuchsergebnis zeigt, dass der durchgelassene Strahl keine Eigenschaft ,wird durchge-
lassen” besessen hat. Ein Strahlteiler fiihrt also keine solche Praparatiof. datstichlich

kann man einen Lichtstrahl gar nicht so préaparieren, dass er ganzlich durch einen halbdurch-
lassigen Spiegel durchgelassen wird.

2Es gibt jedoch auch polarisierende Strahlteiler, die das Licht praparieren.
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2.4 Polarisation

Die folgenden Experimente sind sowohl als Realexperimente als auch in Form von Computer-
simulationen durchfiihrbar. Wenn Sie die Computersimulation benutzen mdchten, starten Sie
das Programniolfilter.exe und informieren Sie sich kurz unter Hilf8 Bedienungshinweise

uber das Handling mit dem Programm.

Experiment 2.4 (Realexperiment oder Computersimulation): Beleuchten Sie mit dem Licht
einer 12 V-Experimentierleuchte ein waagerecht eingestelltes Polarisationsfilter (Abbildung
2.6). Die Intensitat J. des Lichts wird durch das Polarisationsfilter abgeschwécht; der durch-
gelassene Anteil besitzt etwa die halbe Intensitét des urspriinglichen Lichts: Jo = %J._.

J=Vs

Jo

Abbildung 2.6: Herstellung von polarisiertem Licht

Das Polarisationsfilter hat etwa die Halfte des Lichts absorbiert. Wieder stellt sich die Frage:
Wurde am durchgelassenen Anteil eine Eigenschaft prapariert? Auch diese Frage lasst sich
nach dem vorher angewandten allgemeinen Schema klaren.

Experiment 2.5 (Realexperiment oder Computersimulation): Stellen Sie ein zweites waa-
gerecht eingestelltes Polarisationsfilter in den Strahlengang (Abbildung 2.7). Sie werden keine
merkliche Abschwéchung der Lichtintensitat beobachten; sowohl vor als auch hinter dem zwei-
ten Polarisationsfilter ist die Intensitat J = Jg.

Abbildung 2.7: Test auf Praparation der Eigenschaft ,waagerecht polarisiert"
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Das Experiment zeigt, dass das erste Polarisationsfilter am Licht der Lampe eine Eigenschaft
prapariert hat. Sie wirBolarisationgenannt. Das waagerecht eingestellte Polarisationsfilter hat
waagerecht polarisiertes Lichitergestellt. Das zweite Polarisationsfilter dient als Test fir die
Eigenschaft ,waagerecht polarisiert‘. Das vom ersten Polarisationsfilter auf diese Eigenschaft
praparierte Licht konnte es ungehindert passieren.

In der Wellentheorie des Lichts kann man sich die Eigenschaft ,Polarisation” und die Wir-
kungsweise eines Polarisationsfilters mit einem Modellversuch veranschaulichen:

Experiment 2.7: Zwei Stativstangen werden wie in Abbildung (2.8) in senkrechter Stellung be-
festigt. Mit einem Seil werden Wellen in senkrechter Richtung erzeugt. Die Seilwellen kénnen
das ,Filter” ungehindert passieren. Waagerechte Seilwellen werden dagegen von den Stativ-
stangen aufgehalten (,absorbiert").

Abbildung 2.8: Modellversuch zur Polarisation

Bei den Seilwellen hangt es von dechwingungsrichtungb, ob die Welle durchgelassen wird

oder nicht. Die Eigenschaft ,Polarisation“ des Lichts lasst sich analog erklaren, wenn man
auf die Vorstellung von Licht als einer elektromagnetischen Welle Bezug nimmt. Hier ist es
die Schwingungsebene des elektrischen Felds, welche die Polarisationsrichtung des Lichts be-
stimmt (Abbildung 2.9).

yi B
VA

waagerecht polarisiertes Licht

senkrecht polarisiertes Licht

Abbildung 2.9: Waagerecht und senkrecht polarisiertes Licht
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Schwingt das elektrische Feld in waagerechter Richtung, handelt es sich um waagerecht pola-
risiertes Licht. Schwingt das elektrische Feld jedoch in senkrechter Richtung, handelt es sich
um senkrecht polarisiertes Licht. Allgemein lasst sich das folgendermalRen formulieren: Be-
sitzt das elektrische Feld einer Lichtwelle ausschliel3lich eine Komponente in eine bestimmte
Raumrichtung, ist das Licht in dieser Richtung polarisiert.






Kapitel 3

Wellen und Tellchen

3.1 Lichtim Interferometer

Einer der interessantesten und ratselhaftesten Aspekte der Quantenmechanik ist die Tatsache,
dass sich Photonen und andere Quantenobjekte unter gewissen Umstanden wie Wellen und un-
ter anderen Umstanden wie Teilchen verhalten. Dieser sogendfatite Teilchen-Dualismus

wurde bereits in Abschnitt 1.4 angesprochen. Der Versuch, ein tieferes Verstandnis dieses
eigenartigen Quantenverhaltens zu gewinnen, soll Gegenstand der folgenden Abschnitte sein.

Ein charakteristisches Merkmal fur Wellenverhalten ist das Auftreten Interferenz Be-
trachten wir deshalb einen Versuchsaufbau, bei dem die Interferenz im Vordergrund steht:
ein Interferometer. Der folgende Versuch ist als Realexperiment durchfihrbar, wenn ein
Interferometer zur Verfuigung stehtAndernfalls kann der Versuch als Computersimulation
durchgefuhrt werden. Laden Sie sich dafir das Prograntenferometer.exe herunter.

Experiment 3.1 (Realexperiment oder Computersimulation): Abbildung (3.1) zeigt den Auf-
bau eines Mach-Zehnder-Interferometers. Das Licht eines Lasers féllt auf einen Strahlteiler
(einen halbdurchlassigen Spiegel) und wird von diesem in zwei Anteile aufgespalten, die ent-
lang verschiedener Wege laufen (Weg A und Weg B). Beide Teilstrahlen werden durch Spiegel
um 90~ umgelenkt. An ihrem Schnittpunkt steht ein weiterer Strahlteiler, der die beiden Teil-
strahlen wieder ,mischt".

!Die Versuche im vorliegenden Abschnitt werden am Mach-Zehnder-Interferometer besprochen, da dieses
einen einfach zu durchschauenden Aufbau besitzt. Sollte jedoch ein Michelson-Interferometer vorhanden sein, ist
das Experiment auch damit durchfiihrbar.
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Spiegel Strahlteiler 2

/ Weg A

] Weg B
Laser Strahlteiler 1 Spiegel

Schirm

Abbildung 3.1: Mach-Zehnder-Interferometer

Hinweise zur Computersimulation:

Wenn Sie das Simulationsprogramm starten, erscheint zunachst ein dem in Abbildung (3.1) dar-
gestellten Aufbau, entsprechender Versuchsaufbau. Klicken Sie auf den Button ,Strahlengang”
und ein dem in Experiment 3.1 beschriebenen Verlauf entsprechender Verlauf des Laserlichts
wird visualisiert.

Fur die Durchfihrung der weiteren Experimente betétigen Sie den Button ,Start”. Auch bei
diesem Programm empfiehlt es sich, sich vor dem Arbeiten tiber das Handling unter ,Hilfe*
.Bedienungshinweise” zu informieren (Zu dem anfangs dargestellten Versuchsaufbau kénnen
Sie jederzeit Uber ,Hilfe“Y  Strahlengang” zuriickkehren).

Schalten Sie den Laser ein (bei der Computersimulation als Lichtquelle ,Laser" auswahlen
und mit der Maus auf den Einschaltknopf driicken). Auf dem Schirm erscheint ein Muster aus
konzentrischen Kreisen (Abbildung 3.2).

Abbildung 3.2: Interferenzmuster bei intensivem Laserlicht

Das Wesentliche am Interferometer ist, dass das Licht in zwei Teilstrahlen aufgespalten wird,
die verschiedene Wege durchlaufen, bis sie vom zweiten Strahlteiler wieder zusammengefuhrt
werden. Die Gangunterschiede, die sich auf den verschiedenen Wegen von der Quelle zum
Schirm ergeben, fihren zu eindnterferenzmuster.
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Experiment 3.1 ist ein Interferenzexperiment: es demonstrierteddienverhaltenvon Licht.
Andererseits wissen wir, dass dies noch nicht die ganze Wahrheit ist. Im Photoeffekt (siehe
Kapitel 1) hat Licht auchTeilcheneigenschaftergezeigt. Dies fuhrte zur Modellvorstellung

von Licht als einem Strom von Energiequanten, den Photonen.

Es ware eine spannende Angelegenheit, wenn man das Experimegine@tnen Photonen
durchfuhren kénnte. Was wirde dann passieren? Konnte man Welleneigenschaften und Teil-
cheneigenschaftem gleichen Experimeriieobachten? Wirden die beiden Verhaltensweisen
irgendwie koexistieren? Oder schlie3en sie sich gegenseitig aus? Wir sollten versuchen, das
Experiment tatsachlich durchzufihren, um diese interessanten Fragen zu beantworten.

3.2 Vom Lichtstrahl zu einzelnen Photonen

Um Experimente mit einzelnen Photonen durchzufihren, muss man das Licht extrem ,ver-
dunnen®. Die Frage ist: Wie stellt man derartiges Licht her und wie weist man es nach? Die
Erzeugung ist nicht schwierig:

Experiment 3.2: In einem gut abgedunkelten Raum wird vor einen Laser ein Graufilter nach
dem anderen gestellt, so lange, bis das Licht nicht mehr zu erkennen ist (Abbildung 3.3).

.

\/—

Abbildung 3.3: Abschwachen von Laserlicht

Mit jedem Graufilter wird das Licht weiter abgeschwécht, bis die Intensitat schlie3lich so ge-
ring ist, dass man nichts mehr wahrnimmt. Einzelne Photonen sieht man dabei aber nicht. Der
Grund dafir ist aber nicht unser Auge, sondern das visuelle Nervensystem, das fur die Ver-
arbeitung von optischen Reizen zustandig ist. Tatsachlich konnte nachgewiesen werden, dass
die Stabchen in der menschlichen Netzhaut auf einzelne Photonen reagieren. Die Verschaltung
der Nerven, die von der Netzhaut zum Gehirn fihren, macht es aber notwendig, dass innerhalb
von 100 ms etwa 9 Photonen in einem gewissen Netzhautbereich registriert werden, damit ein
Signal ins Gehirn weitergeleitet wird.

Das Problem besteht also im Nachweis der Photonen. Das bloR3e Auge ist nicht dazu geeig-
net, einzelne Photonen nachzuweisen. Ein Gerat, mit dem dies gelingt, ist ein CCD-Element
(einfachere Ausfertigungen werden z. B. in Videokameras verwendet). Ein CCD-Element ist
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eine flachenhafte Anordnung von Halbleiter-Detektorbausteinen, die die Photonen nachwei-
sen. Empfindliche CCD-Elemente kdnnen sogar einzelne Photonen registrieren. Der Ort, wo
die Photonen auftreffen, wird elektronisch gespeichert, so dass die rdumliche Verteilung der
Photonen sichtbar gemacht werden kann.

Damit sind die Grundvoraussetzungen erfillt, um optische Experimente mit einzelnen Pho-
tonen diskutieren zu kdnnen. Da solche Experimente als Realexperimente nur sehr schwierig
durchzufiihren sind, missen wir zur Computersimulation tibergehen (Im Simulationsprogramm
kann man zwischen dem Laser und der Quelle fur einzelne Photonen einfach per Mausklick
umschalten).

3.3 Interferometrie mit einzelnen Photonen

Fuhren wir das oben betrachtete Interferenzexperiment nun also mit einzelnen Photonen durch.

Experiment 3.3 (Computersimulation): Starten Sie das Interferometer-Simulations-
programm. Wahlen Sie an der Lichtquelle ,einzelne Photonen* aus und schalten Sie die Quelle
ein. Sie werden bemerken, dass jedes Photon nur einen einzelnen Detektorbaustein auf dem
CCD-Element anspricht. Die rdumliche Verteilung, die sich nach dem Nachweis von nur weni-
gen Photonen ergibt, ist in Abbildung (3.4) gezeigt. Sie weist scheinbar keinerlei Regelmalig-
keit auf.

Abbildung 3.4: Verteilung weniger nachgewiesener Photonen

Wenn die Zahl der registrierten Photonen langsam ansteigt, sehen Sie, wie sich aus den Spu-
ren der einzeln nachgewiesenen Photonen allméahlich ein Muster herausbildet. Es handelt sich
um das kreisférmige Interferenzmuster, das schon in Experiment 3.1 mit intensivem Licht ei-
nes Lasers beobachtet wurde. Abbildung (3.5) zeigt den allméhlichen Aufbau des Musters aus
einzelnen Photonen-,Einschlagen”. Um den Aufbau des Musters auf dem Schirm zu beschleu-
nigen, betatigen Sie den Button , Tempo*“.
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Abbildung 3.5: Aufbau des Interferenzmusters aus den Spuren einzelner Photonen

Dieses Experiment ist ein Beispiel fur dgldualismus” von Welle und Teilchen von Pho-

tonen. Jedes Photon Ubertragt seine ganze Energie auf einen einzigen Detektorbaustein. Ein
solches Verhalten, bei dem eine Wechselwirkung ganz lokalisiert erfolgt, ist typisch fur Teil-
chen. Eine Welle ist dagegen lUber den ganzen Bereich ausgedehnt. Sie wirde ihre Energie
gleichméaRig verteilen. Sie wirde also eine ganze Anzahl von Detektorbausteinen ansprechen.
Das Interferenzmuster wére von Anfang an vorhanden, wenn auch in abgeschwachter Form.

Aber auch das Teilchenmodell reicht alleine nicht aus, um das Experiment zu erklaren. Das
Interferenzmuster, das sich aus vielen Einzeleinschlagen von Photonen aufbaut, ist ein cha-
rakteristisches Merkmal einer Welle. Es ist nicht klar, wie das Teilchenmodell die Entstehung
dieses Musters erklaren kdnnte. Dies illustriert noch einmal deutticte einfache Alterna-

tive zwischen Welle und Teilchen gibt es in der Quantenmechanik (nghtAbschnitt 1.4).
Zusammenfassend bedeutet dies:

Es ist nicht moglich, das physikalische Verhalten von Photonen in einem reinen
Teilchen- oder Wellenmodell zu beschreiben. Eine befriedigende Erklarung muss
Kennzeichen beider Modelle in sich vereinigen.

Man kann den scheinbaren Konflikt zwischen Wellen- und Teilchenverhalten sogar noch ver-
scharfen. Wir stellen uns dazu eine Serie von Experimenten mit einzelnen Photonen vor. Das
heil3t, dass in jedem Experiment nur ein einzelnes Photon nachgewiesen wird (Abbildung 3.6).

Abbildung 3.6: Serie von Experimenten mit einzelnen Photonen

Die Experimente sollen zeitlich so weit auseinanderliegen, dass ein gegenseitiger Einfluss aus-
geschlossen ist. In jedem dieser Einzelexperimente findet man einen kleinen Fleck, der vom
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Nachweis des Photons herrihrt. Er befindet sich an einer vermeintlich zufalligen Stelle. Notiert
man bei jedem dieser Experimente die Koordinaten der Flecke und tragt sie in ein gemeinsames
Diagramm ein, so zeigt sich in den Eintragungen eine Uberraschende Struktur: das bekannte In-
terferenzmuster. Obwohl jedes der Experimente fir sich nur einen einzelnen Fleck lieferte, der
sicherlich nicht als ein Wellenph&nomen oder als ein abgeschwachtes Interferenzbild aufge-
fasst werden kann, liefert die Gesamtheit der unabhangigen Experimente das wellentypische
Interferenzmuster.

Mit diesem Experiment sieht man deutlich, dass das Interferenzmuster nicht auf eine — wie auch
immer geartete — Wechselwirkung der Photonen untereinander zuriickgefihrt werden kann.
In jedem der Einzelexperimente ist nur ein einzelnes Photon beteiligt, eine Wechselwirkung

zwischen verschiedenen Photonen ist also ausgeschlossen.

3.4 Kann man einem Photon einen Weg zuschreiben?

Die Tatsache, dass im selben Experiment sowohl Wellen- als auch Teilcheneigenschaften sicht-
bar werden, ist schon recht eigentiimlich. In der Tat verhalten sich Photonen aber noch viel
erstaunlicher. Beim Nachweis regt ein Photon nur einen einzigen Detektorbaustein an. Durfen
wir es unsinnerhalbdes Interferometers ahnlich gut lokalisiert (also teilchenhaft) vorstellen?
Wenn das der Fall wéare, musste jedes einzelne Photon entweder auf Weg A oder auf Weg B in
Abbildung (3.1) zum Detektor gekommen sein (und zwar auf genau einem der beiden Wege).

Um dies zu klaren, benutzen wir den Begriff der dynamischen Eigenschaft. Wir fragen, ob
ein Photon innerhalb des Interferometers die Eigenschaft ,Weg" besitzt. Das ist sicher dann
der Fall, wenn man an jedem Photon eMarkierunganbringen kann, die eine Entscheidung
zwischen Weg A und Weg B erlaubt. Um die Photonen zu markieren, kann man die Eigenschatft
.Polarisation” benutzen (vgl. Abschnitt 2.4). Dazu zunachst ein Vorversuch:

Experiment 3.4 (Computersimulation):  Bringen Sie im Simulationsprogramm ein Polarisati-
onsfilter in jeden der beiden Interferometerwege (Polarisationsfilter 1 und 2 auswahlen). Stellen
Sie beide Polarisationsfilter zunachst senkrecht ein und schalten Sie die Quelle ein. Sie wer-
den feststellen, dass sich wie in Versuch 3.3 aus den ,Einschlagen” vieler einzelner Photonen
nach und nach das Interferenzmuster zusammensetzt (Abbildung 3.7). Auch hier kbnnen Sie
den Aufbau des Musters auf dem Schirm beschleunigen, indem Sie den Button ,Tempo“ beta-
tigen.

Abbildung 3.7: Mach-Zehnder-Interferometer mit Polarisationsfiltern
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Das Einbringen der beiden gleich eingestellten Polarisationsfilter hat an dem Ergebnis des Ex-
periments nichts verandert. Der einzige Unterschied zu Experiment 3.3 ist, dass die Polarisati-
onsfilter im Mittel die Halfte der Photonen absorbieren, so dass es langer dauert, bis sich das
Interferenzmuster zusammensetzt. Wir konnen den Versuch noch einmal mit waagerecht ein-
gestellten Polarisationsfiltern wiederholen; solange die Polarisationsfilter parallel stehen, ergibt
sich immer das gleiche Ergebnis.

Nun kommen wir zum eigentlich interessanten Punkt. Wir markieren mit den Polarisationsfil-
tern die beiden Wege A und B. Dazu wird das Polarisationsfilter in Weg B waagerecht einge-
stellt, das Polarisationsfilter in Weg A wird senkrecht eingestellt.

Jedes Photon tragt nun eine Markierung, aus der wir zuriickschliel3en kdnnen, welches Polari-
sationsfilter es passiert hat. Uberlegen wir uns, was wir folgern kénnen, wenn wir ein senkrecht
polarisiertes Photon auf dem Schirm nachweisen. Es muss offenbar auf Weg A zum Detektor
gekommen sein. Weg B scheidet aus, denn das Polarisationsfilter ist dort waagerecht eingestellt
und wirde kein senkrecht polarisiertes Photon durchlassen. Durch Messung der Polarisations-
richtung kénnen wir fur jedes einzelne Photon entscheiden, ob es Polarisationsfilter A oder B
passiert hat. So wird die Eigenschaft ,Weg" durch die Polarisation markiert.

Die Frage ist: Hat die Tatsache, dass man von jedem Photon sagen kann, dass es entweder Weg
A oder Weg B genommen hat, irgendwelche Auswirkungen auf das Versuchsergebnis? Dazu
fuhren wir das entsprechende Experiment durch:

Experiment 3.5 (Computersimulation):  Bringen Sie das Polarisationsfilter in Weg B in waa-
gerechte Stellung und das in Weg A in senkrechte Stellung. Schalten Sie die Quelle ein. Wieder
regt jedes einzelne Photon nur einen Detektorbaustein an. Aus den Spuren vieler Photonen
bildet sich jedoch kein Interferenzmuster, sondern eine strukturlose Verteilung (Abbildung 3.8).

=

Abbildung 3.8: Schirmbild bei zueinander orthogonal eingestellten Polarisationsfiltern

Vergleichen wir die Experimente 3.4 und 3.5: Das einfache Verstellen des Polarisationsfilters in
Weg B von der senkrechten in die waagerechte Position hat ausgereicht, um das Interferenzmu-
ster zu verhindern. Der kleine, aber entscheidende Unterschied liegt darin, dass man im zweiten
Experiment jedem Photon, das am Detektor eintrifft, die Eigenschatft ,Weg"“ zuschreiben kann,
d.h. dass man mit Sicherheit sagen kann, welchen der beiden Wege es genommen hat.

Umgekehrt kdnnen wir folgendes schliel3en — und das ist das eigentlich Erstaunliche bei diesem
Experiment: Beim Experiment ohne Polarisationsfilter besitzen die Photonen die Eigenschaft
~Weg"“ nicht Es ist nicht erlaubt, sich vorzustellen, dass ein bestimmtes Photon genau einen
der beiden Wege genommen hat. Denn pragt man dem Photon, z.B. durch die Polarisation, eine
Weginformation auf, erhalt man kein Interferenzmuster.
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Dabei macht es nichts aus, dass im Detektor die Polarisation der Photonen gar nicht gemessen
wird. Es ist ausreichend, dass die Photonen die Information Gber den Weg in sich tragen, um
die Interferenz zu verhindern.

Allgemein lasst sich sagen:

In der Quantenmechanik ist es moglich, dass einem Quantenobjekt eine bestimm-
te Eigenschatft (z. B. ,Weg A" oder ,Weg B*) nicht zugeschrieben werden kann.

3.5 Anschauliche Erklarung des Ergebnisses

Man kann sich die Folgerung aus dem letzten Abschnitt auch auf anschauliche Art plausibel
machen: In Experiment 3.4 erscheint das Interferenzmuster unabhangig davon, ob beide Po-
larisationsfilter gleichzeitig waagerecht oder senkrecht stehen. Entscheidend ist nur, dass sie
parallel stehen. Bei diesem Experiment gibt es Gebiete auf dem Schirm (die Interferenzmini-
ma), in denen mit Sicherheit kein Photon nachgewiesen wird.

In Experiment 3.5, in dem die Polarisationsfilter orthogonal zueinander eingestellt sind, fin-
det man an diesen Stellen dagegen Photonen. Was bedeutet dies fur unsere Vorstellung von
Photonen? Um entscheiden zu kdnnen, ob in den betreffenden Gebieten Photonen gefunden
werden, muss man die Stellung beider Polarisationsfilter kennen. Wére nun ein Photon tatsach-
lich ein lokalisiertes Gebilde, das auf genau einem der beiden Wege durch das Interferometer
lauft, musste es auf wundersame Weise ,wissen®, wie das Polarisationsfilter im anderen Weg
eingestellt ist, um sich am Schirm ,korrekt zu verhalten®.

Es ist nicht leicht, sich vorzustellen, wie das Photon das ,Wissen® Uber die Stellung des Pola-
risationsfilters im anderen Arm erlangt haben kann (Abbildung 3.9).

/&»?D

Weg B

Abbildung 3.9: Wie kann ein lokalisiertes Photon ,wissen”, wie das andere Polarisationsfilter einge-
stellt ist?

Die Vorstellung vom Photon als einem lokalisierten Gebilde, das entweder auf Weg A oder auf
Weg B zum Schirm gelangt, gerat hier in Schwierigkeiten. Méchte man eine Fernwirkungsvor-

stellung wie in Abbildung (3.9) vermeiden, bleibt nur der Schluss, dass unsere Ausgangsan-
nahme falsch war. Also:
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Man darf sich ein Photon nicht als lokalisiertes Gebilde mit einem festen Ort
vorstellen; man kann ihm die Eigenschaft Weg nicht ohne weiteres zuschreiben.

3.6 Teilt sich das Photon?

Wir haben bisher gesehen, dass man ein Photon im Interferometer weder als Teilchen noch als
Welle betrachten kann. Ebenso darf man ihm nicht ohne weiteres die Eigenschaft ,Weg"“ zu-
schreiben. Ein naheliegender Ausweg, um das Verhalten der Photonen trotzdem mit anschauli-
chen Begriffen zu beschreiben, ist die Vorstellung, dass sich ein Photon am ersten halbdurch-
l&ssigen Spiegel irgendwie ,aufspaltet”. Die getrennten Teile des Photons — so kbnnte man sich
vorstellen — wirden dann auf verschiedenen Wegen zum zweiten halbdurchlassigen Spiegel
gelangen und sich dort wieder vereinigen. Diese Vorstellung bote eine elegante Losung des
Problems. Ihr einziger Nachteil ist, dass sie falsch ist! Man kann experimentell demonstrieren,
dass bei einer Messung keine ,halben” Photonen gefunden werden.

Experiment 3.6 (Computersimulation):  Stellen Sie wie in Abbildung (3.10) in die beiden We-
ge des Mach-Zehnder-Interferometers je einen Photonendetektor (mit der Maus auswéahlen).
Schalten Sie die Lichtquelle ein und lassen Sie die Quelle einzelne Photonen emittieren. An
den Detektoren blinkt ein Signal auf, wenn ein Photon nachgewiesen wurde. Es spricht jeweils
nur einer der beiden Detektoren an, niemals beide gleichzeitig. Mehrere ,Teile* von Photonen
werden demnach nicht gefunden.

Abbildung 3.10: Photonendetektoren in den Interferometerarmen

Photonen spalten sich also an dem halbdurchlassigen Spiegel im Interferometer nichtin ,Teile*

auf. Bei einer Messung wird ein Photon immer nur als Ganzes in einem der Wege A oder

B gefunden. Dies wird auch dadurch bestatigt, dass an einem Detektor immer der gesamte
Energiebetradp ¢ f nachgewiesen wird, den die einzelnen Photonen beim Verlassen der Lampe

besessen haben.

Die Ergebnisse von Experiment 3.5 und 3.6 scheinen sich zunachst zu widersprechen: Expe-
riment 3.5 sagt, dass man einem Photon keinen Weg zuordnen kann, wohingegen Experiment
3.6 zeigt, dass man bei einer Messung immer ein ganzes Photon in einem der Wege A oder B
findet. Es handelt sich hierbei jedoch nicht um einen Widerspruch, sondern um einen zentra-

len Zug der Quantenmechanik: Obwohl ein Photon im Interferometer keine der Eigenschaften

~Weg A" oder ,Weg B* besitzt, wird es bei eindessungmmer als Ganzes in einem der Ar-
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me gefunden. Der Begriff der Messung stellt in der Quantenmechanik nicht mehr eine einfache
Zurkenntnisnahme einer dem Quantenobjekt bereits zukommenden Eigenschaft dar. Sie stellt
im Allgemeinen eine nicht zu vernachlassigende Beeinflussung der Eigenschaften des Systems
dar. Bevor wir in den nachfolgenden Kapiteln zu einer tiefergehenden Analyse dieser Probleme
Ubergehen, soll hier eine vorlaufige Formulierung dieses Grundprinzips gegeben werden:

Obwohl ein Quantenobjekt eine Eigenschaft (z. B. ,Weg im Interferometer®)
nicht besitzen muss, wird bei einer Messung dieser Eigenschaft immer ein be-
stimmter Wert gefunden (z. B. ,Weg A* oder ,Weg B*).




Kapitel 4

Die statistischen Aussagen der
Quantentheorie

4.1 Doppelspaltexperiment mit Licht

Ein Experiment, das in den nachfolgenden Kapiteln immer wieder betrachtet werden wird, ist
das aus der Optik bekannb®ppelspaltexperiment

Experiment 4.1: Verdunkeln Sie den Raum und lassen Sie das Licht eines Lasers auf einen
Doppelspalt fallen. Sie werden ein &hnliches Muster wie in Abbildung (4.1) sehen.

Abbildung 4.1: Doppelspaltversuch mit Laserlicht

In der klassischen Optik wird das beobachtete Muster dadurch erklart, dass von beiden Spalten
Elementarwellen ausgehen und miteinander interferieren. Ahnlich wie das Interferenzmuster
in Experiment 3.1 (Mach-Zehnder-Interferometer) ist dieser Versuch ein Beispiel fur die Inter-
ferenz von Licht — eine typische Welleneigenschatft.

Genau wie beim Interferometer-Versuch wollen wir dieses Experiment nun mit einzelnen Pho-
tonen durchfihren, um auch hier die charakteristischen quantenmechanischen Eigenheiten ken-
nenzulernen. Wie sich vor allem in Kapitel 6 zeigen wird, gibt es beim Doppelspaltexperiment
eine Vielzahl merkwurdiger Quantenerscheinungen zu entdecken.
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4.2 Das Doppelspaltexperiment mit einzelnen Photonen und
die Wahrscheinlichkeitsaussagen der Quantentheorie

Da ein reales Doppelspaltexperiment mit einzelnen Photonen zwar madglich, aber doch sehr
aufwendig ist, greifen wir auch hier zur Computersimulation. Laden Sie sich das Simulations-
programmbDoppelspalt.exe herunter, installieren Sie es auf lnrem Rechner und starten Sie
es.

Das Simulationsprogramm stellt ein interaktives ,Labor” zur Verfigung. Man kann die expe-
rimentellen Parameter variieren und ihren Einfluss auf das Ergebnis des Experiments untersu-
chen.

Das ,Labor” besteht im Wesentlichen aus drei Komponenten (Abbildung 4.2):

T einer Quelle, die verschiedene Arten von Quantenobjekten (Elektronen, Photonen, Ato-
me) und klassischen Objekten aussenden kann. Klickt man mit der Maus auf die Quelle,
erscheint ein Mend, in dem man die Art der ausgesendeten Objekte und ihre Energie
einstellen kann;

t der Blende mit einem Doppel- oder Einfachspalt, deren Breite und Abstand ebenfalls
einstellbar sind;

T dem Schirm, auf dem der Nachweis erfolgt.

Blende

Schirm

Quelle

Abbildung 4.2: Das ,interaktive Labor* im Simulationsprogramm zum Doppelspaltexperiment

Beim Aufruf des Programms ist zusatzlich eine Lichtquelle zwischen Blende und Schirm sicht-
bar. Sie wird erst spater benétigt und kann im Moment unbeachtet bleiben.
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Nehmen Sie sich einen Augenblick Zeit und probieren Sie das Programm aus. Sie kdnnen die
Quelle in der Schaltflache rechts unten oder durch Mausklick auf den Schalter in der Zuleitung
einschalten. Bei Problemen und Unklarheiten benutzen Sie die Hilfefunktion.

Mit dem Simulationsprogramm kdnnen wir nun das Doppelspaltexperiment mit einzelnen Pho-
tonen durchfuhren.

Experiment 4.2 (Computersimulation): Fuhren Sie das folgende Simulationsexperiment
durch: Wahlen Sie Photonen mit einer Energie von 200 eV, eine Spaltbreite von 200 ,,m,
einen Spaltabstand von 700 ,,m und stellen Sie den Zoom des Schirms auf 10000x. Nach Ein-
schalten der Quelle werden Photonen auf dem Schirm nachgewiesen. Sie hinterlassen punkt-
férmige ,Flecke" an scheinbar zufalligen Stellen auf dem Schirm (Abbildung 4.3). Sie werden
feststellen, dass sich ein Muster herausbildet, je mehr Photonen nachgewiesen werden (evtl.
mit der Taste ,Speed* beschleunigen). Es handelt sich um das aus Experiment 4.1 bekannte
Doppelspalt-Interferenzmuster.

50 ' 0 ' 50  [pn

Abbildung 4.3: Allmahlicher Aufbau des Doppelspalt-Interferenzmusters aus einzelnen ,Einschlagen*

Dieser allméhliche Aufbau des Interferenzmusters aus einzelnen ,Einschlagen® ist uns schon
aus dem entsprechenden Versuch am Interferometer bekannt (Experiment 3.3). Dort diente der
Versuch zur Verdeutlichung des ,Welle-Teilchen-Dualismus®. Dies soll hier aber nicht weiter
verfolgt werden. Stattdessen wollen wir uns darauf konzentrieren, welche Vorhersagen man
tber den Ort auf dem Schirm machen kann, an dem ein bestimmtes Photon nachgewiesen
wird.

Experiment 4.3 (Computersimulation): ~ Schalten Sie nun die Quelle aus und betrachten Sie
das Muster, das die Photonen auf dem Schirm hinterlassen haben. Nehmen wir an, Sie wollten
noch ein einzelnes weiteres Photon hinzufligen. Kénnen Sie vorhersagen, an welcher Stelle
auf dem Schirm dieses Photon nachgewiesen wird?

Wenn Sie den Versuch durchfiihren, indem Sie die Quelle fir eine kurze Zeit einschalten, er-
scheint ein neuer Fleck auf dem Schirm. Es durfte Ihnen nicht gelungen sein, den exakten Ort
dieses neuen Flecks vorherzusagen.
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Experiment 4.4 (Computersimulation):  Die Vorhersage wird erfolgreicher, wenn man das
Experiment ein wenig modifiziert. Es sollen nun 100 weitere Photonen hinzugefuigt werden.
Koénnen Sie vorhersagen, an welchen Stellen viele Photonen landen werden und an welchen
Stellen wenige?

Fuhren Sie den Versuch durch. Loéschen Sie dazu das Schirmbild (auf den Schirm klicken und
Reset betatigen), schalten Sie die Quelle ein und warten Sie, bis 100 Treffer gezahlt wurden.
Vergleichen Sie das Ergebnis mit Ihrer Vorhersage.

Vermutlich war Ihre Vorhersage im letzten Experiment recht zuverlassig. Worin liegt der Unter-
schied zwischen den beiden Experimenten? Im zweiten Experiment haben wir die Spielregeln
geandert: Wir sind von einer Aussage Uber Einzelereigniszu einerWahrscheinlichkeits-
aussagdibergegangen. Tatsachlich ist es ein ganz allgemeiner Zug der Quantenmechanik, dass
im Allgemeinen keine Vorhersagen tber Einzelereignisse moglich sind; man ist gezwungen, zu
statistischen Aussagen uberzugehen.

4.3 Praparation und Wahrscheinlichkeitsaussagen

Die Bedeutung der Wahrscheinlichkeitsaussagen in der Quantenmechanik wird deutlicher,
wenn wir den in Kapitel 2 eingefiihrten Begriff der Praparation von Eigenschaften benutzen.
Wir unterteilen das Doppelspaltexperiment in zwei Phasen (Diese Unterteilung kann allgemein
fur jedes Experiment im Bereich der Quantenphysik vorgenommen werden):

t Pré&paration: Herstellung von Photonen in einem bestimmten Zustand, z.B. Erzeugen
eines schmalen parallelen Lichtbiindels earter bestimmten Frequenz bzw. Wellenlan-
ge. Dann besitzen alle Photonen den gleichen Impuls, d.h. sie sind auf die Eigenschaft
Impuls prapariert.

T Messung, einschlief3lich der Registrierung von Messergebnissdiie auf Impuls préa-
parierten Photonen wechselwirken mit der Messapparatur und die einzelnen Messergeb-
nisse werden registriert. Beim Doppelspaltexperiment besteht die Messapparatur aus dem
Doppelspalt und dem Nachweisschirm mit der Registrierungseinrichtung fur die einzel-
nen Auftrefforte.

Experimente in der klassischen Physik laufen ebenfalls nach diesem Schema ab. Wenn man
einen Basketball so wirft, dass er in den Korb fallt, besteht die Praparation darin, den Ball mit
der richtigen Geschwindigkeit unter dem richtigen Winkel abzuwerfen, die Registrierung des
Durchgangs durch den Basketballkorb erfolgt z.B. durch ein angehangtes Netz.

Fuhrt man dieselbe Praparation (d. h. denselben Abwurf) mehrere Male hintereinander in genau
der gleichen Weise aus, wird der Ball immer an derselben Stelle landen, d. h. in den Korb fallen.
Das Ergebnis ist reproduzierbar. Ganz allgemein gilt in der klassischen Physik: Wenn man eine
Reihe von Versuchen durchfuhrt und dabei das Objekt immer auf die gleiche Weise préapariert,
findet auch die Wechselwirkung in gleicher Weise statt und das Ergebnis der Messung ist fur
alle Versuche in der Versuchsreihe identisch.
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In der Quantenmechanik ist das anders. Beim Doppelspaltexperiment waren alle Photonen
identisch prapariert, sie besal3en den gleichen Impuls. Trotzdem gelang es uns nicht, das Er-
gebnis der Messung (d. h. den Ort auf dem Schirm) fiir ein einzelnes Photon vorherzusagen.
Die Photonen sindichtan der gleichen Stelle gelandet; das einzelne Ergebnisialatrepro-
duzierbar. Wir konnten nur eine Wahrscheinlichkeitsaussage treffen: Nimmt man eine grol3e
Anzahl von Photonen und unterwirft sie dem gleichen Préparationsverfahren, so ergibt sich
nach der Wechselwirkung mit dem Doppelspalt egroduzierbare VerteilungDie relative
Haufigkeitder an einem Ort nachgewiesenen Photonen (d. h. die Zahl der dort nachgewiesenen
Photonen im Verhéltnis zur Gesamtzahl der Photonen) ist zuverlassig vorhersagbar, wie sich in
Experiment 4.4 herausgestellt hat.

Eine Menge von sehr vielen gleich praparierten Objekten, die sich gegenseitig nicht beeinflus-
sen, nennt man eiBnsemble Dieser Begriff wird sich spéter bei der statistischen Beschrei-
bung von Quantenobjekten noch als nitzlich erweisen.

Die Unmoglichkeit einer detaillierten Vorhersage tber Einzelereignisse ist etwas ganz Neues
und Charakteristisches fur die Quantenmechanik. Es stellt sich die Frage, ob man einem Pho-
ton nicht doch irgendwie ,ansehen” kann, an welcher Stelle es auf dem Schirm landen wird.
Mit anderen Worten: Vielleicht haben wir ja bei der Praparation nicht alle Eigenschaften des
Photons erfasst und es besitzt noch ein weiteres Merkmal, das festlegt, wo es landet? Intuitiv
bezweifelt man, dass das dem Zufall Uberlassen bleibt, denn es widersprache allen Erfahrungen
mit der klassischen Physik (wie dem oben beschriebenen Basketballwurf).

In der Quantenmechanik gibt ksinMerkmal und keine zusétzlichen Parameter, an denen sich
vorher ablesen lie3e, wo ein bestimmtes Photon auf dem Schirm landet. Es ist keine ,vollstan-
dige" Praparation der Photonen maglich. Fir ein einzelnes Photon wird der Ort des Nachweises
tatsachlich vom Zufall bestimmt. Dies ist ein zentraler Zug der Quantenmechanik:

Die Quantenmechanik macht statistische Aussagen Uber die relative Haufigkeit
der Ergebnisse bei oftmaliger Wiederholung des gleichen Experiments. Aussager
Uber Einzelereignisse sind im Allgemeinen nicht méglich.

Bedeutet dieses Ergebnis, dass mit der Quantenmechanik die Vorhersagbarkeit von experimen-
tellen Ergebnissen, die einen der Grundpfeiler der Physik darstellt, ihre Gultigkeit verliert?
Obwohl es auf den ersten Blick so scheinen mag, ist dies doch nicht der Fall. Die Physik be-
schaftigt sich nicht mit einzelnen Ereignissen, sondern immer nur mit reproduzierbaren (d. h.
wiederholbaren) Phanomenen. Die Quantenmechanik legt nun nicht das Resultat einzelner Ex-
perimente fest (z. B. den Ort eines einzelnen Photons), sondern beschreibt eine ganze Serie
von Experimenten, indem sie die relativen Haufigkeiten der einzelnen Messergebnisse vorher-
sagt. Diese statistischen Aussagen seproduzierbar Jedesmal wenn die gleiche Serie von
Experimenten durchgefuhrt wird, ergibt sidleselbéVerteilung der relativen Haufigkeiten.






Kapitel 5

Elektronen als Quantenobjekte

5.1 Elektronenbeugung

In den vorausgegangenen Kapiteln wurde deutlich, dass die traditionelle Vorstellung von Licht
als einer Welle nicht ausreicht, um alle beobachteten Phanomene vollstandig zu beschreiben.
Es zeigte sich, dass man sowohl das Wellen- als auch das Teilchenmodell zur Beschreibung des
Lichts benétigt und dass keines von beiden allein ausreicht, um sein Verhalten vollstandig zu
beschreiben.

Man kann sich fragen, ob die Natur so symmetrisch aufgebaut ist, dass sich Wellenphanomene
auch bei Objekten nachweisen lassen, denen man uUblicherweise Teilchencharakter zuschreibt.
Im atomaren Bereich waren das Atome und ihre Bestandteile wie Elektronen, Protonen und
Neutronen. Der Gedanke ein@fellennatur der Materie geht auf Louis de Broglie (1923)
zurtick. Die Idee von einer Wellennatur ist eine theoretische Vermutung, deren Konsequenzen
sich im Experiment bewahren mussen.

Ein Beleg fur Welleneigenschaften von Elektronen wére der Nachweifeogungs- oder
Interferenzphdnomenen— den typischen Anzeichen eines Wellenphdnomens. Im Fall der
Rontgenstrahlung lassen sich Welleneigenschaften durch Beugung an den Netzebenen in ei-
nem Kristall aufzeigen. Ein ganz analoges Vorgehen ist auch bei Elektronen mdéglich, wie der
folgende Versuch zeigt:

Experiment 5.1 (Elektronenbeugung):  In einer Elektronenbeugungsréhre (Abbildung 5.1 (a))
emittiert die mit 6 V geheizte Kathode Elektronen. Diese durchlaufen eine Beschleunigungs-
spannung Ug = 5 kV. Sie werden von den nacheinander angeordneten Elektroden K, K, und
A1 zu einem Elektronenstrahl gebiindelt. In der durchbohrten Anode A, durchquert der Strahl
eine dunne Folie aus polykristallinem Graphit. Auf dem Leuchtschirm erkennt man mehrere
helle Ringe um den zentralen Fleck in der Mitte (Abbildung 5.1 (b)). Eine Vergrol3erung von Ug
bewirkt eine Verkleinerung der Radien.
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Abbildung 5.1: (a) Elektronenbeugungsrohre (b) Beugungsmuster auf dem
Leuchtschirm

Die hellen Ringe werden durdilektronenbeugungverursacht. Wie bei der Bragg-Reflexion

von Rontgenstrahlen werden die Elektronen am Kiristallgitter des Graphits gebeugt. Dieses
Beugungsphanomen ist ein starker Hinweis darauf, dass die Elektronen neben ihrem wohlbe-
kannten Teilchenverhalten auch Wellencharakter zeigen.

Nach unseren Erfahrungen mit Photonen ist zu vermuten, dass es auch bei Elektronen nicht
ausreicht, die Beschreibung auf ein einfaches Teilchen- oder Wellenmodell zu beschranken.
Es ist zu vermuten, dass auch das Verhalten der Elektronen komplexer ist. Dem soll in den
folgenden Abschnitten nachgegangen werden.

5.2 Doppelspaltexperiment mit Elektronen und Atomen

Im Fall der Photonen konnten wir Interferenzphanomene am Doppelspalt nachweisen. Ein ana-
loges Experiment lasst sich auch mit Elektronen durchfihren. Um das Prinzip zu veranschau-
lichen, benutzen wir wieder das Simulationsprogramm zum Doppelspaltexperiment.

Experiment 5.2 (Computersimulation):  Starten Sie das Simulationsprogramm zum Doppel-
spaltexperiment. Wahlen Sie Elektronen mit einer Energie von 50 keV, eine Spaltbreite von
300 nm und einen Spaltabstand von 1000 nm. Schalten Sie die Quelle ein. Die ersten nachge-
wiesenen Elektronen hinterlassen einzelne punktférmige Flecke an scheinbar zufalligen Stel-
len auf dem Schirm. Je mehr Elektronen nachgewiesen werden, desto deutlicher setzen sich
die punktférmigen Flecken zu dem bekannten Doppelspalt-Interferenzmuster zusammen (Ab-
bildung 5.2 (a) — (d)).

(@) (9]
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Abbildung 5.2: Aufbau des Interferenzmusters beim Doppelspaltexperiment



5.2. Doppelspaltexperiment mit Elektronen und Atomen 41

Das Verhalten der Elektronen im Doppelspaltexperiment ist véllig analog zu dem von Photo-
nen (Abschnitt 4.2). Jedes einzelne Elektron verhélt sich beim Nachweis wie ein Teilchen. Es
Ubertragt seine gesamte Energie auf eine einzelne Stelle auf dem Schirm. Erst wenn man die
Verteilung aus vielen Einzelaufschlagen betrachtet, zeigt sich die charakteristische Wellener-
scheinung des Interferenzmusters.

Auch im Fall von Elektronen zeigt sich damit, dass diese Quantenobjekte weder reines Wellen-
verhalten, noch reines Teilchenverhalten zeigen. Wenn es sich um ein reines Wellenphanomen
handelte, musste das Interferenzmuster von Anfang an auf dem Schirm vollstdndig erscheinen,
wenn auch mit sehr schwacher Intensitat. Statt dessen wird ein wohlbestimmter Energiebe-
trag an eine bestimmte Stelle auf dem Schirm abgegeben, wie es fir teilchenhaftes Verhalten
charakteristisch ist. Mit teilchenhaftem Verhalten allein ist aber wiederum das Auftreten des
Interferenzmusters nur schwer erklarbar.

Die technischen Schwierigkeiten bei der Durchfihrung eines Doppelspaltexperiments mit
Elektronen sind so grol3, dass sie lange Zeit nur als Gedankenexperimente existierten. Die
Schwierigkeit liegt in der Herstellung von Spalten, deren Breite nur einen halben Mikrome-
ter 0;5 ¢ 101® m) betragt. Aus diesem Grund gelang es erst 1961 (an der Universitat Tibin-
gen), das Doppelspaltexperiment mit Elektronen durchzufiihren. Spaltbreite, Spaltabstand und
Elektronenenergie entsprachen dabei den in Experiment 5.2 eingestellten Werten.

Inzwischen konnten Beugungsexperimente auch mit Neutronen, mit ganzen Atomen und sogar
mit Molektlen verwirklicht werden. An der Universitat Konstanz wurde 1991 ein Doppelspalt-
experiment realisiert, bei dem Helium-Atome als Ganzes zur Interferenz gebracht wurden. Dies
gelang, indem man sich Techniken aus der Halbleiterherstellung zunutze machte, um aus ei-
ner diinnen Goldfolie einen Doppelspalt mit zweih breiten Spalten im Abstand von, 8n
herzustellen (Abbildung 5.3).

Abbildung 5.3: Bei der Beugung von Helium-Atomen verwendeter Doppelspalt

In dem Experiment wurden die Heliumatome vor dem Doppelspalt durch Elektronenstol3 in
einen angeregten Zustand gebracht. Dahinter trafen sie auf eine Goldfolie, die als Detektor-
schirm diente. Sie gaben dort ihre Anregungsenergie ab und wurden elektronisch registriert.
Abbildung (5.4) zeigt, wie sich nach und nach das Interferenzmuster aus den ,Flecken“ einzeln
nachgewiesener Heliumatome aufbaut. Das Experiment erstreckte sich Uber einen Zeitraum
von 42 Stunden, so dass trotz der grol3en Zahl der insgesamt nachgewiesenen Atome jedes
Atom einzeln registriert werden konnte.
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Abbildung 5.4: Aufbau des Interferenzmusters aus einzeln nachgewiesenen Heliumatomen (experimen-
telle Originaldaten)

Experiment 5.3 (Computersimulation):  Fuhren Sie das Doppelspaltexperiments mit Helium-
atomen durch. Stellen Sie im Simulationsprogramm die oben angegebenen experimentellen
Parameter (Spaltbreite 1 ,,m, Spaltabstand 8 ,,m) und eine Energie von 100 meV ein. Verglei-
chen sie lhr Ergebnis mit den Originaldaten aus Abbildung (5.4) (Im realen Experiment betrug
der Abstand zwischen Doppelspalt und Schirm 1,95 m).
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5.3 Die Wellenlange von Elektronen

Eine grundlegende GroRR3e zur Charakterisierung einer Welle istvdieenlange Wir gehen
deshalb nun der Frage nach, welche Wellenlange man Elektronen zuschreiben kann. Louis
de Broglie, auf den die Idee vom Wellenverhalten der Elektronen zurtickgeht, gab auch einen
Ausdruck fur ihre Wellenlange an. Man erhalt ihn durch eine Analogiebetrachtung mit dem
Fall von Photonen. Dort gilt die Relation (1.5) zwischen der Frequenz und dem Impuls eines
Photons:

hef
= —: A
p=— (5.1)
Setzt man in diese Gleichungt f = c ein, ergibt sich
h

p= (5.2)

In der Analogie zwischen Photonen und Elektronen stellte de Broglie die Hypothese auf, dass
diese fur Photonen abgeleitete Beziehung auch fur Elektronen gilt.

De-Broglie-Beziehung zwischen Wellenlange und Impuls:

h

reli=)

p= bzw. ” (5.3)

Diese Hypothese muss nun experimentell getestet werden. Dies kann mit der schon in Expe-
riment 5.1 benutzten Elektronenbeugungsréhre geschehen. Zunachst berechnen wir die Wel-
lenlange der in Experiment 5.1 verwendeten Elektronen. Die Elektronen durchlaufen in der
Elektronenstrahlréhre eine Beschleunigungsspaniigngie werden dabei auf die kinetische
EnergieEi, = e ¢ Ug prapariert. Alle Elektronen, die von der Graphitfolie gebeugt werden,
besitzen diesen Wert der kinetischen Energie.

Mit Eyin = % bringen wir die de-Broglie-Beziehung in die Form

h h
,:r\ = D . 54
T2imiE., | 2tmtetUg 4

Mit Ug = 5 kV erhalten wir fur die de-Broglie-Wellenlange den Wert= 1;7¢ 1011 m,

Werten wir nun das Experiment 5.1 quantitativaus. Man muss dazu wissen, dass der Graphitkri-
stall zwei Netzebenen mit den Abstandes 0; 213 nm undd = 0; 123 nm besitzt (Abbildung
5.5).
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Abbildung 5.5: Netzebenen im Graphitkristall

In Analogie zur Bragg-Reflexion von Rontgenstrahlung lautet die Bragg-Bedingung fir die
zwei hellen Ringe der Ordnung= 1 fir beide Netzebenen:
, =2¢td¢tsin(fi):

(5.5)
Fur den hier vorliegenden Fall kleiner Winkel g@t sin(fi) ... sin(2fi) ... tan(2fi). Aus der

Geometrie der Anordnung (Abbildung 5.6) kann man ablesen, dass

tan(2fi) = E

(5.6)
gilt, wobei R der Radius der Beugungsringe uhdder Abstand des Kristalls vom Schirm ist
(im vorliegenden Experiment it = 0; 135 m).

Glaskolben—

gebeugter
Einzel- Strahl L ~ T
krista!lit N R
— V/ Y 20 Zentral- JL
— H a /A strahl
Quelle t\
Blende

Abbildung 5.6: Geometrie bei der Elektronenbeugung
Gleichung (5.5) wird also zu

diR.
-

(5.7)
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Man misst die RadieflR; = 0;011 m undR, = 0;019 m. Fur den ersten Ring mit dem
Netzebenenabstamngd = 0; 213 nm ergibt sich also

_0;213¢10%°m¢ 1;1¢10i?m

=1;7¢10""m: 5.8

g 0; 135m (#1077 m (5-8)
Fur den zweiten Ring mid, = 0; 123 nm findet man
. i9 . i2

=0,123@10 m¢ 1;9¢10 m=1;7¢10i11m: (5.9)

7 0;135m

In beiden Fallen stimmt das experimentell erschlossene Ergebnisrfiit der theoretischen
Erwartung nach de Broglies Hypothese Uberein.

5.4 Doppelspaltexperiment mit klassischen Teilchen und mit
Elektronen

Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten gesehen, wie sich Elektronen im Doppelspalt-
experiment verhalten. Hatte man &hnliche Ergebnisse auch mit klassischen Teilchen erhalten?
Ergibt sich mit FuRballen, die man durch zwei Lécher in einer Mauer schiel3t, eine vergleichba-
re Verteilung? Um Elektronen und klassische Teilchen noch einmal deutlich gegeneinander zu
stellen, fuhren wir den Doppelspaltversuch mit Farbspray durch. Es besteht aus kleinen Tropf-
chen, und wir durfen erwarten, dass diese sich nach dem klassischen Teilchenmodell verhalten.

Experiment 5.4 (Experiment oder Simulation):  Schneiden Sie mit einer scharfen Klinge zwei
Spalte in ein Blatt Papier oder Pappe. Spriihen Sie mit einer Farbspriihdose kleine Farbtropf-
chen durch diesen ,Doppelspalt‘ auf einen dahinterliegenden Papierschirm. Wenn die beiden
Spalte nicht zu weit auseinander liegen, werden Sie ein Muster wie in Abbildung (5.7) erhal-
ten. Die Intensitat der Farbe auf dem Papier ist hinter den Spalten am gré3ten und nimmt nach
auf3en hin kontinuierlich und ohne auffallige Strukturen ab. Wir beschreiben die Verteilung der
Farbintensitat durch eine Funktion P (x).

AX

[ I P

Abbildung 5.7: Doppelspaltversuch bei zwei gedffneten Spalten mit Farbtropfchen (klassische Teil-
chen)

Der Versuch zeigt, dass sich klassische Farbteilchen anders verhalten als Elektronen. Das von
den Elektronen erzeugte Muster (Abbildung 5.2) zeigte auffallige Strukturen aus hellen und
dunklen Linien, die nicht als geometrischer ,Schatten” des Doppelspalts gedeutet werden konn-
ten.
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Es gibt aber auf einer fundamentaleren Ebene einen weiteren Unterschied zwischen den von
klassischen Teilchen und von Elektronen erzeugten Doppelspalt-Mustern. Er wird in der fol-
genden Versuchsserie sichtbar:

Experiment 5.5 (Experiment oder Computersimulation): In Experiment 5.4 wird Spalt 2
abgedeckt (Abbildung 5.8 (a)), so dass nur Farbtropfchen von Spalt 1 auf das Papier gelangen.
Es ergibt sich die Farbintensitatsverteilung P1(x). Danach wird der andere Spalt abgedeckt,
so dass nur Farbe von Spalt 2 auf das Papier gelangt. Man erhélt so die Verteilung P2(x)
(Abbildung 5.8 (b)).

(a) (b)

[t [
Pw |i

Abbildung 5.8: Doppelspaltversuch bei einem gedffneten Spalt mit Farbtrépfchen (klassische Teilchen)

P

Fur die in den beiden Experimenten gewonnenen FarbintensitatsverteilBifgeriP, (x) und
P,(x) gilt:
P (X) = P1(X) + P>(X): (5.10)

Fur klassische Teilchen ist die beim Doppelspalt gewonnene Verteilung gleiGudene der
beiden EinzelspaltverteilungéAbbildung 5.9)!

P(x) = Pi(x) + P,(x)

Abbildung 5.9: Verteilung beim Doppelspaltversuch mit Farbtropfchen (klassische Teilchen)

Ganz anders verlauft ein entsprechendes Experiment mit Elektronen. Zunéchst erinnern wir
uns noch einmal an das Doppelspaltexperiment mit zwei gedffneten Spalten, bei dem sich auf
dem Schirm das charakteristische Interferenzmuster ergab (Abbildung 5.10).

IFalls die Tropfchen senkrecht auf die Spalten auftreffen wiirden, wére die Breite der Verteiygggand
P, (X) gleich der Spaltbreite und es entstlinde ein scharfer Schatten.
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Abbildung 5.10: Doppelspaltversuch bei zwei gedffneten Spalten mit Elektronen

Die Intensitatsverteilung der Elektronen bezeichnen wir wiederP®). Nun wird jeweils
einer der Spalte abgedeckt:

Experiment 5.6 (Computersimulation):  Verwenden Sie fir die folgenden Versuche die Ener-
gie und die Spalteinstellungen von Experiment 5.2 (Energie 50 keV, Spaltbreite 300 nm,
Spaltabstand 1000 nm). Klicken Sie im Simulationsprogramm zum Doppelspaltversuch auf
den Schirm und schliel3en Sie Spalt 2. Nun kdnnen die Elektronen nur noch durch Spalt 1.
Wenn Sie die Quelle einschalten und warten, bis sich das Schirmbild aufgebaut hat, erhalten
Sie eine Elektronenverteilung P1(Xx), deren Maximum hinter Spalt 1 liegt (Abbildung 5.11).

—_—
—_—

Eiektronen P

—_—

Abbildung 5.11: Doppelspaltversuch bei einem gedffneten Spalt mit Elektronen

Nun 6ffnen Sie Spalt 2 wieder und schlieRen Spalt 1. Alle Elektronen miissen jetzt durch Spalt
2. Nach Einschalten der Quelle ergibt sich die Verteilung P,(x), deren Maximum hinter Spalt 2
liegt (Abbildung 5.12). 2

—_—
—_—

reere |

—_—

Abbildung 5.12: Doppelspaltversuch bei einem gedffneten Spalt mit Elektronen

2Man beachte, dass in Wirklichkeit der Abstand der Spalten und die Spaltbreite in Relation zu dem Abstand
zwischen Schirm und Spalt winzig klein ist.
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Legt man die beiden Verteilungsmuster Ubereinander (Abbildung 5.13), ergibt sicineies
Verteilung, als bei zwei gleichzeitig gedffneten Spaftdtiir Elektronen gilt

P (X) & P1(X) + P2(X): (5.11)

P(x) # Pi(x) + Py(x)

Abbildung 5.13: Verteilung beim Doppelspaltversuch mit Elektronen

Im Gegensatz zu klassischen Teilchen stellt es fir Elektronen einen Unterschied dar, ob beide
Spalte gleichzeitig offen sind oder ob einer nach dem anderen gedffnet wird.

Eine Besonderheit fallt beim Vergleich der Abbildungen (5.10) und (5.12) auf. Bei zwei geoff-
neten Spalten (Abbildung 5.10) gibt es mehrere Intensitatsminima, an denen fast keine Elek-
tronen nachgewiesen wurden. An diesen Stellen ist die Elektronenintegréifdr, wenn nur

ein Spalt gedffnet ist. Das heil3t, dass dort mehr Elektronen nachgewiesen werden, obwohl die
»Zugangsmaoglichkeiten” (die Zahl der Spalte) geringer sind.

Man kann den Unterschied zwischen den Intensitatsverteilungen von Elektronen und klassi-
schen Teilchen, der sich in den Gleichungen (5.10) und (5.11) manifestiert, auch quantitativ
erklaren. In den nachsten Abschnitten werden wir die dazu nétigen Begriffe erarbeiten.

5.5 Wabhrscheinlichkeitsinterpretation und Wellenfunktion

Auf den ersten Blick mag das Verhalten von Elektronen, Photonen und anderen Quantenobjek-
ten recht regellos erscheinen. Rufen wir uns noch einmal das Doppelspaltexperiment mit Elek-
tronen ins Gedachtnis: Nach Einschalten der Quelle wurden einzelne Elektronen als ,Flecke*®
auf dem Schirm nachgewiesen. Niemand konnte vorhersagen, wo das néchste Elektron landen
wird.

Ein anderer verwirrender Punkt ist, dass sich Quantenobjekte einmal wie Wellen, ein anderes
Mal wie Teilchen zu verhalten scheinen. Auch hier ist die Vorhersage nicht einfach, wann sie
welches Verhalten zeigen.

3Das Ubereinanderlegen der beiden Verteilungen kénnen Sie im Simulationsprogramm dadurch erreichen,
dass sie auf den Schirm klicken und in dem Fenster, das daraufhin erscheint, auf den mit ,, A" beschrifteten Knopf
driicken. Damit wird das automatische Loschen des Schirms nach jeder Anderung der Konfiguration verhindert.
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Und doch erlaubt die Quantenmechanik, die Ergebnisse aller an Quantenobjekten durchgeftihr-
ten Experimente korrekt vorherzusagen. Dabei wird der ,naive* Welle-Teilchen-Dualismus —
die unreflektierte Nebeneinanderbenutzung beider Modelle — tiberwunden. Den Schlissel da-
zu liefert eine Erkenntnis, die wir schon in Abschnitt 4.2 im Zusammenhang mit Photonen
gewonnen haben: die Tatsache, dass die Quantenmechanik tGber Einzelereigni&sémur
scheinlichkeitsaussagemacht.

Ein solches Einzelereignis stellt auch die Registrierung eines Elektrons auf dem Schirm im
Doppelspaltexperiment dar. Es lasst sich nicht im Voraus sagen, an welchem Ort das néchste
Elektron nachgewiesen werden wird. Man kann aberWilghrscheinlichkeitdafiir angeben.

Im Fall der Photonen hatten wir gesehen, dass wir nicht erraten konnten, wo das néchste Pho-
ton nachgewiesen wird. Wenn aber 100 Photonen hinzugefugt wurden, konnten wir mit hoher
Zuverlassigkeit angeben, an welchen Stellen viele und an welchen wenige landeten. Wir sind
von einer Aussage Uber ein Einzelereignis zu einer Aussage uUber Haufigkeiten bzw. zu einer
Wahrscheinlichkeitsaussage ubergegangen.

Die Intensitatsverteilung der Elektronen wurde in den Versuchen aus dem letzten Abschnitt
durch eine Verteilungsfunktiol (x) charakterisiert, die angab, wie hoch die Intensitat an einer
bestimmten Stell& war. Diese VerteilungsfunktioR (x) interpretiert man quantenmechanisch

als eineWahrscheinlichkeitsdichte P (x) ¢ €x gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Elektron

im Intervall €x um den Ortx herum zu findenP (x) hat an Stellen mit hoher Nachweiswahr-
scheinlichkeit einen grof3en Wert, an Stellen mit niedriger Wahrscheinlichkeit einen kleinen
Wert. An Stellen, wo man niemals ein Elektron findetHgix) Null.

Fur Quantenobjekte kann man eine WahrscheinlichkeitsdichteP (x) angeben,
die bestimmt, mit welcher Wahrscheinlichkeit das Quantenobjekt bei einer Mes-
sung im Intervall &x um den Ort x gefunden wird.

Eine derartige Wahrscheinlichkeitsaussage lasst sich nattrlich nur Gberprifen, indem man ei-
ne groRe Anzahl von Experimenten an identisch praparierten einzelnen Elektroneniktirchf
Genau dies wird im Doppelspaltexperiment getan: Sehr viele voneinander unabhangige Elek-
tronen durchlaufen die gleiche Versuchsapparatur und werden nachgewiesen. Eine solche Men-
ge von sehr vielen identisch praparierten und einander nicht beeinflussenden Elektronen wurde
in Abschnitt 4.3 als eirEnsemblebezeichnet. Der Begriff des Ensembles spielt eine zentrale
Rolle, wenn es darum geht, das Verhalten von Quantenobjekten mathematisch — also quantitativ
— zu charakterisieren.

Im Experiment entspricht der WahrscheinlichkRifx) ¢ ¢x die relative Haufigkeit, mit der

man ein Elektron um den Oxtherum findet. An den Stellen, wo die Wahrscheinlichkeit hoch
ist, werden viele Elektronen registriert. Entsprechend werden an Stellen mit niedriger Wahr-
scheinlichkeit weniger Elektronen gefunden.
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Mit der WahrscheinlichkeitsdichtB (x) lassen sich Elektronen und andere Quantenobjekte
mathematisch beschreiben. WelRix) bekannt ist, kann man z. B. die Verteilung der Elek-
tronen auf dem Schirm vorhersagen. Das Ziel quantenmechanischer Berechnungen ist es, die
Wahrscheinlichkeitsfunktio® (x) in der jeweils interessierenden physikalischen Situation zu
ermitteln.

Es hat sich als vorteilhaft herausgestellt, nicht m(ix) selbst zu arbeiten, sondern mit ei-
ner Funktion™ (x), die manWellenfunktion nennt (Fur die Bestimmung von(x) kann man
Gleichungen angeben (siehe KaplSchrodinger-Gleichung)) (X) ist nicht leicht zu be-
rechnen, sondern ergibt sich atiéx) durchP (x) = j~(x)j%. Die Wellenfunktion ist einem
Ensemble von identisch préaparierten Quantenobjekteyeordnet.

Die Interpretation vorP (x) = j~(x)j? als Wahrscheinlichkeitsdichte ist eines der zentralen
Elemente der Quantenmechanik. Sie wurde von Max Born begrindet und ist nach ihm be-
nannt:

Bornsche WahrscheinlichkeitsinterpretationQuantenobjekte werden durch ei-
ne Wellenfunktion ~—(Xx) beschrieben. Die Wellenfunktion bestimmt die Wahr-
scheinlichkeit, ein Quantenobjekt im Intervall €x um den Ort X nachzuweisen:

P(X)tEx = (X)j*¢t ¢x: (5.12)

Verdeutlichen wir uns nun anhand des Doppelspaltexperiments, welche Konsequenzen die wel-
lenmafige Ausbreitung von(x) zusammen mit der Wahrscheinlichkeitsinterpretation von

i~ (X)j? hat. In diesem Versuch zeigte sich besonders deutlich, was wir als ,Dualismus“ von
Wellen- und Teilchenmodell bezeichnet hatten. Die Elektronen wurden auf dem Schirm als
~Flecke” detektiert, zeigten also beim Nachweis teilchenhaftes Verhalten. Andererseits bildete
sich aus vielen dieser Flecke das Interferenzmuster heraus, das typisch fur Wellenverhalten ist.

Im Licht der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation haftet diesem Ergebnis nichts Ge-
heimnisvolles mehr an. Die Elektronen werden durch eine Wellenfunkt{ef beschrieben.

In Analogie zur Wellenoptik bildet sich eine Interferenzfigur. Abbildung (5.14) zeigt ihren Ver-
lauf als graue Schattierung.

4Bei der Betrachtung dreidimensionaler Probleme bestimmt die Wellenfurik@indie Wahrscheinlichkeit
ein Quantenobjekt im Volumenelemeb/ um den Orix nachzuweiserP (x) ¢ €x = j~(x)j% ¢ ¢x.
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50 ' 0 ' 50 "]

Abbildung 5.14: Wahrscheinlichkeitsverteilung (graue Schattierung) und nachgewiesene Elektronen
(schwarze Punkte). Je dunkler die Schattierung, um so groeiish?.

Dagegen gibj~(x)j? ¢ ¢x die Wahrscheinlichkeit an, ein Elektron an einem bestimmten Ort,
also teilchenhaft nachzuweisen. Beim Nachweis verhalt sich ein Elektron teilchenhaft, d. h.
es hinterlasst einen genau lokalisierten Fleck auf dem Schirm (schwarze Punkte in Abbildung
5.14).

Damit erklart die Bornsche Wahrscheinlichkeitsinterpretation mit ihrer Verbindung von wel-
lenhafter Ausbreitung und teilchenhaftem Nachweis das Ergebnis des Doppelspaltexperiments,
namlich den Aufbau des Interferenzmusters aus einzelnen Flecken. Der naive Welle-Teilchen-
Dualismus ist damit tberwunden.

Der naive Welle-Teilchen-Dualismus wird durch die Bornsche Wahrscheinlich-
keitsinterpretation aufgelost. Die beiden scheinbar gegensatzlichen Zige, dag
wellenhafte Verhalten der Wellenfunktion und das teilchenhafte Verhalten beim
Nachweis der Quantenobjekte, werden in einem einheitlichen Bild erfasst.

5.6 Wellenfunktion und Wahrscheinlichkeitsverteilung beim
Doppelspaltexperiment

Machen wir uns nun anhand des Doppelspaltexperiments klar, welche Konsequenzen die wel-
lenmafiige Ausbreitung von(x) zusammen mit der Wahrscheinlichkeitsinterpretation von

i~ (X)j? hat. Betrachten wir noch einmal das Experiment 5.6, bei dem nur Spalt 1 geoffnet ist
(Abbildung 5.11). Man ordnet diesen Elektronen eine WellenfunKiigx) zu, die sich wie ei-

ne Wasserwelle halbkreisférmig hinter Spalt 1 ausbreitet (Abbildung 5.15). Die Intensitat bzw.
Wahrscheinlichkeitsdichte auf dem Schirm ist in Abhangigkeit xaturchPy(X) = j~1(x)j?
gegeben. Sie ist hinter Spalt 1 am grof3ten.
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B P(x) = [y, (x)I

Abbildung 5.15: Wellenfunktion beim Doppelspaltexperiment mit einem getffneten Spalt

Das Ensemble von Elektronen, auf das sich die Wellenfunkiid®) bezieht, besteht aus ei-

ner Menge von einzelnen Elektronen, die alle dem gleichen Praparationsverfahren unterzogen
wurden, indem sie Spalt 1 durchquert haben. Jedes dieser Elektronen wird an einem anderen
Ort auf dem Schirm nachgewiesen, wobei sie einen teilchenhaften Fleck hinterlassen. Die Ver-
teilung, die sich auf dem Schirm nach dem Nachweis von sehr vielen Elektronen ergibt, ist ein
Abbild der Wahrscheinlichkeitsfunktid®y (X).

Wie in Experiment 5.6 kann man nun Spalt 1 verschlieRen und dafir Spalt 2 6ffnen. Die Wel-
lenfunktion™,(x) ist dann eine Welle, die von Spalt 2 ausgeht. Die Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion ist durchP,(x) = j~2(X)j?> gegeben. Nimmt man die beiden Verteilungen der getrennt
durchgefuhrten Experimente zusammen, erhalt man die Gesamtverteilung

P (X) = P1(x) + P2(X); (5.13)

wie in Gleichung (5.10).

Anders sieht die Situation aus, wenn im Doppelspaltexperiment beide Spalte ged6ffnet sind.
Jetzt geht von beiden Spalten eine Welle aus: von Spalt 1 die Wellenfunkt{a), von Spalt
2 die Wellenfunktion™,(x) (Abbildung 5.16).

- < _ )
B , <§ P(x) = [wi(X)+y,(x)|

W(X) =y, (X) + wy(X)

Abbildung 5.16: Wellenfunktion beim Doppelspaltexperiment mit zwei getffneten Spalten

Nach der klassischen Wellentheaiileerlagernsich die beiden Wellen, wie man es z. B. auf der
Oberflache eines Sees beobachten kann, wenn man zwei Steine nicht allzuweit entfernt vonein-
ander ins Wasser wirft. Mathematisch wird dies durch die Addition beider Wellenfunktionen
zum Ausdruck gebracht:

T =100 + 200 (5.14)
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Man sagt, dass die Elektronen, die durch eine solche Wellenfunktion beschrieben werden, sich
in einemUberlagerungszustandaus™;(x) und ~,(x) befinden.

Nun kommt der entscheidende Punkt: Die Wahrscheinlichkeitsfuniiog erhalt man aus
der Wellenfunktion (Gleichung (5.14)) durch QuadrierBifx) = j~(x)j2. Setzt man die Wel-
lenfunktion (Gleichung (5.14)) ein, ergibt sich der folgende Ausdtuck

P(X) = jT1(¢) + "2(x)j?

= 100 +T2(0)j% + 271() "2(x): (5.15)
In  der Wahrscheinlichkeitsfunktion P(x) taucht zu den beiden Einzelspalt-
Verteilungsfunktionenj™;(x)j? = P1(x) und j~2(X)j> = P,(x) noch ein zusatzlicher

Term auf, den mannterferenztermnennt. Er ergibt sich beim Ausmultiplizieren, weil die
Wellenfunktion aus eineBummezweier Terme besteht. Er ist deshalb charakteristisch fir
einen Uberlagerungszustand wie in Gleichung (5.14).

Gleichung (5.15) lasst sich auch folgendermal3en schreiben:
P (X) = P1(X) + P2(X) + 27 1(X)"2(X): (5.16)

Man kann scerklaren warum man beim Doppelspaltexperiment mit zwei gedffneten Spalten
eine Verteilung der Elektronen findet, fur die

P (X) & P1(X) + P2(X); (5.17)

gilt (vgl. Gleichung 5.11), man also nicht einfach die beiden Einzelspaltverteiluhgeh und

P,(x) addieren kann. Der Vergleich mit Gleichung (5.16) macht es deutlich: Der Interferenz-
term, der sich beim Ausmultiplizieren ergeben hat, ist daftir verantwortlich, dass in Gleichung
(5.17) kein Gleichheitszeichen steht.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion Gleichung (5.15) beschreibt das beim Doppelspaltexperiment
beobachtete Interferenzmuster (Abbildung 5.2 und 5.10). Da wir die explizite mathematische
Form der Wellenfunktion an dieser Stelle noch nicht kennen, kénnen wir noch nicht bestatigen,
dass die genaue Form der Verteilung tatsachlich korrekt wiedergegeben wird. Wir kbnnen aber
an derStrukturder Gleichung und ihrer Interpretation ablesen, dass das Problem des naiven
Welle-Teilchen-Dualismus, das das Verstandnis der Quantenphdnomene so erschwert, Uber-
wunden ist.

Um dies noch einmal zu verdeutlichen, vollziehen wir nochmals im Detail den Ablauf des
Doppelspaltexperiments nach: Das Ensemble von sehr vielen Elektronen, die die Versuchsan-
ordnung einzeln durchlaufen, wird durch die Wellenfunkfigix) = ~1(X) + ~,(Xx) beschrie-

ben. Durch Quadrieren der Wellenfunktion erhalt man die Wahrscheinlichkeitsfurik{on

die die charakteristischen Interferenzterme fiir einen Uberlagerungszustand enthélt. Die Wahr-
scheinlichkeitsfunktion wiederum bestimmt die Wahrscheinlichkeit fiir jedes einzelne Elektron,
an einer bestimmten Stelle auf dem Schirm gefunden zu werden. Dabei wird es lokal, wie man
es fur einTeilchenerwartet, nachgewiesen. Sehr viele Elektronen, die auf dem Schirm nach-
gewiesen werden, hinterlassen dort eine Verteilung auf dem Schirm, digetlenstruktuider
WahrscheinlichkeitsfunktioR (x) wiederspiegelt.

SHier wird angenommen, dass die Wellenfunktion reell ist. Betrachtet man komplexwertige Wellenfunktionen,
so lautet der Ausdrucke (x) = j~1(X)j? + j"2(X)j% + "1(X)>5(X) + >7(X) "2(X).






Kapitel 6

Eigenschaften von Elektronen und der
guantenmechanische Messprozess

6.1 Die Eigenschaft ,Ort“im Doppelspaltexperiment

In Abschnitt 3.4 wurde gezeigt, dass man einem Photon im Interferometer die Eigenschaft
»Weg" im klassischen Sinn nicht zuschreiben kann. Versuchte man festzulegen, auf welchem
der beiden Wege das Photon zum Detektor gelangt war, zeigten sich keine Interferenzstreifen
mehr. Ein analoges Experiment kann man fiir Elektronen am Doppelspalt durchfiihren. Dabei
wird die Eigenschaft,Ort in der Spaltebene* untersucht, d. h. die Frage, ob man einem Elektron
einen der beiden Spalte zuordnen kann, durch den es gegangen ist.

Fur klassische Teilchen, z. B. fur Farbtropfchen, wirde man das Doppelspaltexperiment fol-
gendermal3en beschreiben: Etwa die Halfte der Farbtrépfchen geht durch Spalt 1, die restlichen
durch Spalt 2. Aufgrund der mangelnden experimentellen Auflésung lasst sich allerdings nicht
angeben, durch welchen der beiden Spalte ein bestimmtes Farbtropfchen gegangen ist. Das
Farbtropfchen ist also durch genau einen der beiden Spalte gegangen, wir wissen nur nicht
durch welchen.

Diese Darstellung trifft zwar fr klassische Teilchen zu, aber laut Quantenmechanik ist sie fur
Elektronerfalsch Man kann einem Elektron keinen Spalt zuordnen, durch den es ,,in Wirklich-
keit* gegangen ist. Das Verhalten von Quantenobjekten weicht so radikal von den gewohnten
klassischen Vorstellungen ab, dass selbst ein scheinbar so harmloses Bild wie das obige mit ihr
in Konflikt gerat. Das kann man mit der folgenden Uberlegung einsehen:

Nehmen wir an, in Wirklichkeit sei jedes der Elektronen durch einen bestimmten Spalt ge-
gangen, den wir aber nicht kennen. Wenn diese Annahme stimmt, misste das auf dem Schirm
nachgewiesene Muster unverandert bleiben, wenn man die Elektronen ,umsortiert”. Dazu lasst
man zuerst alle diejenigen Elektronen den Doppelspalt passieren, die durch Spalt 1 gehen und
erst danach die durch Spalt 2 gehenden.

Das Experiment, mit dem dieses ,Umsortieren” erreicht wird, haben wir als Experiment 5.6
schon durchgefuhrt. Das Ergebnis ist in Abbildung (6.1) noch einmal dargestellt. Zuerst deckt
man Spalt 2 ab, damit alle dort ankommenden Elektronen absorbiert werden und nur die bei
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Spalt 1 eintreffenden durchgelassen werden. Auf dem Schirm ergibt sich die in Abbildung (6.1
(a)) gezeigte Verteilung, die mit; (x) bezeichnet wird.

Nun wird Spalt 1 abgedeckt, damit umgekehrt nur Elektronen durchgelassen werden, die durch
Spalt 2 gegangen sind. Diese Elektronen fuhren auf dem Schirm zur Vert@j@ry(Abbil-
dung 6.1 (b)). Beide Verteilungen zusammen ergeben

P (X) = P1(X) + P2(x): (6.1)
Die VerteilungP (x) ist in Abbildung (6.1 (c)) gezeigt. Sie entspricht geradeht der beim

ursprunglichen Doppelspaltversuch gefundenen Verteilung, die zum Vergleich noch einmal in
Abbildung (6.1 (d)) dargestellt ist.

(@) (b) (c) (d)

[riatiarsionitsee W
A r),“.«;a_m‘w.«m%‘e e

Abbildung 6.1: Ortseigenschaft beim Doppelspaltexperiment

Was bedeutet dieses VersuchsergebnisP Zx) tragen alle Elektronen bei, die durch Spalt

1 gehen sowie alle, die durch Spalt 2 gehen. Andere Mdglichkeiten scheint es nicht zu ge-
ben. Und doch zeigt der Vergleich von Abbildung (6.1 (c)) und (6.1 (d)), dass die Annahme,
dass jedes Elektron durch einen ganz bestimmten Spalt geht, das charakteristische Doppelspalt-
Interferenzmuster nicht erklaren kann.

Unsere Ausgangsannahme bei diesem Experiment war, dass jedes Elektron durch einen be-
stimmten, aber unbekannten Spalt gegangen sei. In Anbetracht dieses Versuchsergebnisses
scheint sie nicht mehr haltbar zu sein. Im Doppelspaltexperiment ist es nicht mdglich, die
Elektronen in solche einzuteilen, die durch Spalt 1 gehen und in solche, die durch Spalt 2
gehen. Die klassische Vorstellung von Elektronen als lokalisierten Gebilden stdf3t hier an ih-
re Grenzen. Dies wird noch erstaunlicher, wenn man bedenkt, dass im analogen Experiment
mit Atomen (Abschnitt 5.2) der Spaltabstand etwa 150 000 mal groRer ist als der ,typische
Atomdurchmesser*.

Da die Zuordnung der Elektronen zu einem bestimmten Spalt nicht mdglich ist, kann man
auch nicht sagen, dass ein bestimmtes Elektron durch einen bestimmten Spalt gegangen ist. In
der Quantenmechanik ist éslschzu behaupten, das Elektron habe in der Spaltebene einen
bestimmten Ort, den wir nur nicht kennen. Die Eigenschaft ,Ort* kann einem Elektron unter
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diesen Umstanden nicht zugeschrieben werden. Dies ist ein grundlegender Zug der Quanten-
mechanik, der auch fur andere Quantenobjekte (z. B. Atome) und andere Eigenschaften (z. B.
Energie, Impuls) gilt:

In der Quantenmechanik ist es maglich, dass einem Quantenobjekt fur klassische
Teilchen klassisch wohldefinierte Eigenschaftenicht zugeschrieben werden kén-
nen. Zum Beispiel befindet sich ein Elektron im Doppelspaltexperiment bei seiner
L=unbeobachteten” Ausbreitung im Raum zu keiner Zeit an einem bestimmten
Ort, d.h. es besitzt die Eigenschatft ,,Ort” nicht.

6.2 Messprozess und Komplementaritat

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass man beim Doppelspaltversuch einem Elektron
in der Spaltebene die Eigenschatft ,Ort“ nicht zuschreiben kann. Ein naheliegender Einwand
dagegen ist, dass man den Ort der Elektronen in der Spaltebenengssbrkann.

Experiment 6.1 (Computersimulation):  Im Simulationsprogramm sehen Sie zwischen Blen-
de und Schirm eine Lampe, die wir bisher noch nicht benutzt haben (Abbildung 6.2). Schalten
Sie sie nun ein. Schalten Sie auch die Quelle ein, damit Elektronen emittiert werden. Sie wer-
den Lichtblitze hinter den Spalten erkennen. Die Elektronen streuen das Licht der Lampe. Der
dadurch erzeugte Lichtblitz kann registriert werden. Man fiihrt mit der Lichtquelle eine Orts-
messung durch.

Fur jedes einzelne Elektron sieht man einen Lichtblitz an einer ganz bestimmten Stelle. Das
bedeutet, dass man jedes Elektron bei der Ortsmessung an einem wohldefinierten Ort findet,
und zwar mit hoher Wahrscheinlichkeit hinter einem der beiden Spalte. Hinter welchem Spalt
man ein bestimmtes Elektron findet, lasst sich im Voraus nicht sagen.

Abbildung 6.2: Ortsmessung der Elektronen durch Lichtstreuung
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Hat man damit die Quantenmechanik ,uberlistet” und jedem Elektron doch noch einen Spalt
zugeordnet, durch den es gegangen ist? Nein, denn wenn Sie etwas langer warten (oder die
Taste ,Speed” driicken), werden Sie feststellen, dal3 bei dem so durchgefiihrten \etisuch
Doppelspalt-Interferenzmusteawftritt. Stattdessen findet man wieder die Summe der beiden
Einzelspalt-VerteilungeR1(x) + P,(Xx). Das bedeutet:

Ortseigenschaft und Interferenzmuster sind nicht gleichzeitig realisierbar, son-
dern schliel3en sich gegenseitig aus. Dies ist ein Spezialfall eines allgemeinen Prin-
zips, das man nach Niels BohKomplementaritahennt.

Das Konzept der Komplementaritat war fiir Bohr ein ganz zentraler Begriff der Quantenme-
chanik. Versuchsanordnungen, in denen sich die Interferenz von Quantenobjekten zeigt, sind
komplementar zu solchen, in denen die Quantenobjekte ,teilchenhaft”, also an einem bestimm-
ten Ort, auftreten. Komplementére Versuchsanordnungen sind nicht zugleich realisierbar. Sie
geben nur gemeinsam Aufschluss Uber die Realitat. Die Wirklichkeit ist nicht in einem einzigen
anschaulichen Bild erfassbar.

Mit einem weiteren Experiment kann man die Komplementaritat von Ortseigenschaft und In-
terferenzmuster noch deutlicher illustrieren:

Experiment 6.2 (Computersimulation):  Klicken Sie auf den Schirm und wéahlen Sie ,theoreti-
sche Verteilung“. Nun wird die Verteilung auf dem Schirm dargestellt, ohne dass wir jedesmal
warten mussen, bis sich das Schirmbild aufgebaut hat. Klicken Sie jetzt auf die Lampe. Ein
Fenster erscheint, in dem Sie die Intensitat der Lampe verandern kénnen. Wenn Sie die In-
tensitat langsam von 100 % auf 0% verandern, kdnnen Sie beobachten, wie die strukturlose
Verteilung nach und nach in das Interferenzmuster Ubergeht.

Eine schwachere Intensitat der Lampe bedeutet, dass der Ort nicht mehr fir alle Elektronen
nachgewiesen wird. Die nicht Nachgewiesenen tragen zum Interferenzmuster bei. Im Gegen-
satz dazu kann man den nachgewiesenen Atomen die Eigenschaft ,Ort“ zuschreiben. Sie tragen
zur strukturlosen Verteilung bei. Mit dem Intensitatsregler der Lampe kann man den Ubergang
zwischen den komplementéren Grol3en ,Ortseigenschaft* und ,Interferenzmuster” erforschen.

Ein weiterer charakteristischer Zug der quantenmechanischen Messung lasst sich ebenfalls an
dem Experiment ablesen: Schon die Verdnderung eines kleinen Teils der Versuchsanordnung
(hier das Einschalten der Lichtquelle) reicht unter Umstanden aus, um das Versuchsergebnis
qualitativ zu verandern (Auftreten des Interferenzmusters oder nicht). Auch dies war fiir Bohr
ein wichtiges Merkmal der Quantenmechanik, das er al&diezheitlichkeit der Quanten-
phanomenebezeichnet hat.

Das Ergebnis von Experimenten héangt in der Quantenmechanik empfindlich von
der Versuchsanordnung ab.
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6.3 Messungen und Eigenschaften

Die gerade diskutierte Ortsmessung ist nur ein Beispiel fir einen quantenmechanisdsen
prozess An ihr kann man die Besonderheiten illustrieren, die in der Quantenphysik mit dem
Begriff der Messung verbunden sind. In der klassischen Physik bedeutet die Messung einer
GrolRe einfach die Zurkenntnisnahme ihres vorher bereits wohldefinierten vorhandenen Wer-
tes. FUhrt man eine Ortsmessung an einem klassischen Gegenstand (z. B. einem Stein oder
Ball) durch, wird z. B. durch Anlegen eines Mal3stabes festgestellt, wo sich der Gegenstand
im Augenblick der Messung befindet. Das ist so einfach, dass man sich tblicherweise keine
Gedanken dariiber macht.

Mit unserem bisherigen Wissen Uber die Eigenschaften von Quantenobjekten kdnnen wir schon
absehen, dass die Verhéltnisse bei einer quantenphysikalischen Messung nicht mehr so unkom-
pliziert sein werden. Wir haben bereits gesehen, dass ein Elektron in der Spaltebene die Ei-
genschaft ,,Ort“ gar nicht besitzt. Eine Ortsmessung kann daher nicht einfach darin bestehen,
dass man rein passiv die bereits feststehende Ortskoordinate zur Kennnis nimmt. A priori ist
keineswegs klar, was es bedeutet, an einem Quantenobjekt eine Grél3e (wie den Ort) zu messen,
wenn diese Grof3e dem betrachteten Objekt gar nicht zukommt. Die Frage ist: Wie reagieren
Messgeréate (deren Anzeige das Ergebnis ja bestimmt), wenn sie mit einem solchen Quanten-
objekt in Kontakt gebracht werden? Wie unter diesen Umstanden das Ergebnis einer Messung
uberhaupt aussehen kann, muf} letzten Endes empirisch geklart werden.

In den vorangegangenen Kapiteln wurden schon haufig Messungen an Quantenobjekten disku-
tiert, ohne dass dieser Sachverhalt bisher zum Problem geworden wére. In allen Experimenten
wurde ein eindeutiger Wert der gemessenen Grol3e gefunden. Auch im obigen Gedankenex-
periment leuchtete bei der Ortsmessung hinter dem Doppelspalt nur aregingienStelle

ein Lichtblitz auf. Jedes Elektron wird also bei der Messung hinter einem der Spalte gefunden
(obwonhl es falsch ware, zu sagen, dass es schon vorher die Eigenschaft ,befindet sich hinter
einem der Spalte” besessen hat).

Von den moglichen Messwerten (Spalt 1 oder Spalt 2) ist bei der Messung also @eaau
ausgewahlt worden. Fiuhrt man das gleiche Experiment mehrere Male hintereinander durch,
wird man im Allgemeinen verschiedene Ergebnisse erhalten. Im vorliegenden Beispiel wird
man ein Elektron im Mittel genauso haufig hinter Spalt 1 wie hinter Spalt 2 finden, wenn beide
Spalte gleichmaliig bestrahlt werden.

Bei jeder Messung an einem Quantenobjekt wird aus dem Spektrum der mdg-
lichen Messwerte (hier Spalt 1 oder Spalt 2) ein einzelner realisiert. Die Wahr-
scheinlichkeit, mit der ein bestimmter Messwert gefunden wird, lasst sich aus der
Wellenfunktion mit der Bornschen Wahrscheinlichkeitsformel

P(X)tEx = j"(x)j? ¢ E&x ermitteln.

Vor der Registrierung durch einen Detektor (z. B. die Lampe) kann man dem Elektron kei-
ne Ortseigenschaft zuschreiben. Es gibt keine ,Bahn” (also eine Abfolge von Orten), auf der
sich das Elektron von der Quelle zum Schirm bewegt, sondern nur eine quantenmechanische
Wellenfunktion, die sich nach Wellengesetzen ausbreitet. Erst im Messprozess wird eine der
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beiden Moglichkeiten realisiert (das Elektron wird entweder hinter Spalt 1 oder hinter Spalt 2
gefunden).

Dies illustriert noch einmal sehr deutlich, dass in der Quantenmechanik ein wesentlicher Un-
terschied darin besteht, ob ein Quantenobjekt eine Eigensmdsfrtoder ob man an ihm eine
Eigenschafinisst Wie wir gesehen haben, muss ein Quantenobjekt eine bestimmte Eigenschatft
(wie den Ort) keineswegs besitzen. Fihrt man eine Messung durch, findet man dagegen immer
einen Messwert. Aus der Tatsache, dass sich bei einer Messung des Ortes ein bestimmter Wert
ergeben hat, darf man also keineswegs schliel3en, dass das Quantenobjekt diese Eigenschaft
vorher aufgewiesen hat.

In der Quantenmechanik besteht ein Unterschied zwischen ,eine Eigenschaft ha-
ben“ und ,eine Eigenschaft messen®.

Zum Beispiel sind die beiden folgenden Aussagamchtgleichbedeutend:

a) Bei einer Messung findet man das Elektron am Orix.

b) Ein Elektron besitzt die Eigenschaft ,,Ort x*.

Hier liegt der Grund, warum es in der Quantenmechanik vorteilhaft ist, mit Ensembles von
Quantenobjekten zu arbeiten, statt mit den Einzelobjekten selbst. Betrachten wir die folgende
Situation: Man fiihrt an einem einzelnen Elektron in der Spaltebene eine Ortsmessung durch
und erhalt das Ergebnis ,Spalt 1“. Nach dem oben Gesagten kann man sich nicht sicher sein,
ob das Elektron die Eigenschaft ,Ort* wirklich besessen hat oder ob dieser Wert sich nur als
Ergebnis der Messung eingestellt hat. Fur eine einzelne Messung an einem einzelnen Quanten-
objekt gibt es in der Quantenmechanik keine Methode, zwischen diesen beiden Alternativen zu
entscheiden.

Ein Ausweg besteht darin, dass man Ortsmessungen an einem dgarssmbleson identisch
praparierten Quantenobjekten durchfuhrt. Hier gibt es zwei Méglichkeiten:

1. Die gemessenen Werte streuen, d. h. bei manchen Messungen findet man das Elektron
hinter Spalt 1, bei anderen hinter Spalt 2. Dann besitzt das Ensemble hinter den Spalten
nichtdie Eigenschaft ,Ort".

2. Alle Messungen liefern denselben Ort (innerhalb eines gewissen Intervalls), z. B. ,Spalt
1. Dann besitzt das Ensemble die Eigenschaft ,Ort“. In diesem (und nur in diesem)
Fall kann man auch von jedem einzelnen Mitglied des Ensembles sagen, dass es die
betreffende Eigenschaft besitzt.

Dynamische Eigenschaften von Quantenobjekten beziehen sich also (ebenso wie der Begriff
der Préaparation) immer auf ein ganzes Ensemble. Der Grund dafir ist, dass es in der Quanten-
mechanik einen Unterschied zwischen ,eine Eigenschaft haben und ,eine Eigenschaft mes-
sen“ gibt.
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6.4 Zustandsreduktion

Jede physikalische Messung ist ein Vorgang, bei dem physikalische Messinstrumente mit dem
zu beobachtenden Objekt in Wechselwirkung treten. Wenn es keinen Einfluss vom gemessenen
Objekt auf das Messgerat gabe, konnte man am Messgerat auch keine Information tGber das
Objekt ablesen.

Umgekehrt beeinflusst im Allgemeinen auch jede Messung die am Objekt zu messende Grol3e.
Mdochte man z. B. die Temperatur in einem Wassergefald messen, taucht man ein Thermometer
in das Wasser ein. Durch das Eintauchen des Thermometers wird die Temperatur des Wassers
aber verandert, so dass eine exakte Temperaturmessung nicht ohne weiteres méglich ist. In der
klassischen Physik wird diese Rickwirkung entweder als vernachlassigbar angesehen (z. B. der
Strahlungsdruck beim Durchlaufen einer Lichtschranke) oder es existiert eine Korrekturtheorie,
die es erlaubt, die Wirkung des Messgeréates zu bertcksichtigen (der Einfluss des Thermometers
kann berechnet werden, wenn seine Warmekapazitat bekannt ist).

In der Quantenphysik hat eine Messung keinen solch passiven Charakter mehr. Messungen
stellen einen nicht zu vernachlassigenden Eingriff in den ungestdrten Ablauf des Geschehens
dar; sie verandern den Zustand des gemessenen Objekts. Ein Beispiel dafiir, das behandelte
Doppelspaltexperiment mit Lichtquelle, haben wir schon in Abschnitt 6.2 kennengelernt. Mit
ausgeschalteter Lampe ergab sich auf dem Schirm das Interferenzmuster. Fihrte man dagegen
eine Ortsmessung an den Elektronen durch, indem man die Lampe einschaltete, ergab sich kein
Interferenzmuster.

Die Elektronen befinden sich nach der Messung also in einem anderen Zustand, in dem sie kein
Interferenzmuster auf dem Schirm ausbilden. Die Messung hat somit ihren Zustand verandert.
Dies ist ein allgemeiner Zug von Messungen in der Quantenmechanik:

Anders als in der klassischen Physik veréndert eine quantenmechanische Mes
sung den Zustand des Systems, an dem die Messung vorgenommen wird.

Handelt es sich einfach um ei@6rungder Elektronen durch die Lampe? Werden die Elek-
tronen von den Photonen der Lampe ein wenig ,geschubst®, so dass sie anschliel3end an einer
anderen Stelle auf dem Schirm landen? Dies ist nicht die eigentliche Ursache flr die Veran-
derung des Elektronenzustands, die eine Messung mit sich bringt. Man hétte das Experiment
namlich ebensogut durchfiihren kénnen, indem man nur einen der beiden Spalte beleuchtet
hatte. Hinter dem unbeleuchteten Spalt hatten die Elektronen dann gar keine Méglichkeit ge-
habt, mit Photonen zu wechselwirken. Trotzdem hétte man das gleiche Ergebnis erhalten: kein
Interferenzmuster.

Es ist ein grundlegenderes Phdnomen, das der Zustandsverdnderung bei einer Messung zugrun-
de liegt. Mit Hilfe der Wellenfunktion lasst es sich auch quantitativ diskutieren. In unserem Bei-
spiel ist die Wellenfunktion des ungestérten Systems (also ohne Lanfpe= ~1(X) +»(X)

(vgl. Gleichung (5.14)). Es handelt sich um einen Uberlagerungszustand aus den beiden Wel-
lenfunktionen™;(x) und ™, (X) (Abbildung 6.3).
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Abbildung 6.3: Die Wellenfunktion der Elektronen bei ausgeschalteter Lampe ist ein Uberlagerungszu-
stand aus 1 (X) und ™ 2(x).

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Elektronen auf dem Schirm, ergibt sich — wie schon
oben diskutiert — aug~(x)j2 = jT1(X) + "2(X)j>. Man erhalt das Interferenzmuster, wel-
ches durch Gleichung (5.15) gegeben ist. Die WellenfunKtix), die das durch den Doppel-

spalt praparierte Ensemble von Elektronen beschreibt, enthalt die beiden moéglichen Messwerte
(Spalt 1 oder Spalt 2) gleichermal3en.

Durch die Messung wird eine der beiden Moglichkeiten ausgewahlt. Nach der Messung ist nur
noch sie in der Wellenfunktion vertreten. Die Elektronen, die man hinter Spalt 1 findet, werden
durch die Einzelspalt-Wellenfunktiory (x) beschrieben (Abbildung 6.4).

Abbildung 6.4: Nach einer Ortsmessung (Lichtblitz), bei der das gemessene Atom hinter Spalt 1 gefun-
den wurde, wird es durch die Wellenfunktion(x) beschrieben (Zustandsreduktion).

Ihr Beitrag zur Elektronenverteilung auf dem Schirm entspricht daher gerade der Einzelspalt-
Verteilungj™1(x)j2. Umgekehrt werden die hinter Spalt 2 gefundenen Elektronen diy@d)
beschrieben, mit der zugehdrigen Verteilgiig(x)j2. Das Muster, das sich schlieBlich auf dem
Schirm herausbildet ist die SumrRgx) = j~1(X)j? + j~2(X)j? der beiden Einzelspaltvertei-
lungen; es ist durch die Abwesenheit der Interferenzstruktur gekennzeichnet.

Die Tatsache, dass man bei diesem Versuch kein Interferenzmuster erhalt, wird also dadurch
erklart, dass die Elektronen nach der Messung durchadereWellenfunktion beschrieben
werden. Den Ubergang von(x) = ~1(x) + ~»(X) zu einer der beiden Moglichkeitén (x)
oder,(x) nennt marZustandsreduktion oder,Kollaps” der Wellenfunktion . Sie stellt eine
abrupte Anderung der Wellenfunktion dar, die charakteristisch fiir eine Messung ist. Mit Hei-
senberg konnte man die Zustandsreduktion den ,Ubergang vom Mdglichen zum Faktischen*
nennen.



6.5. Schrodingers Katze, Messprozess und Dekoharenz 63

Nur am Rande sei bemerkt, dass das Doppelspaltexperiment noch ein weiteres Beispiel fur ei-
ne quantenmechanische Messung enthalt, namlich die Registrierung der Quantenobjekte auf
dem Schirm. Wie wir oben gesehen haben, produziert ein einzelnes Elektron nur einen kleinen,
nahezu punktférmigen ,Fleck auf dem Schirm, obwohl sich die Wellenfunktion Uber einen
wesentlich groReren Ortsbereich erstreckt. Der Nachweis auf dem Schirm stellt eine Ortsmes-
sung dar, bei der nur eine der Moglichkeiten realisiert wird, d. h. dass man nur an einem der
moglichen Orte einen Fleck findet. Die Zustandsreduktion besteht darin, dass das Elektron nur
an einer ganz bestimmten Stelle die physikalischen und chemischen Reaktionen auslost, die zu
seinem Nachweis fuhren.

6.5 Schrddingers Katze, Messprozess und Dekoharenz

Bei den Phdnomenen der Alltagswelt nimmt man nichts von dem merkwurdigen Quantenver-
halten wahr, wie es z. B. Elektronen im Doppelspaltexperiment zeigen. Es stellt sich die Frage,
ob man mit der Quantenmechanik erklaren kann, wie die Welt ihre ,klassische” Erscheinungs-
form annimmt, wenn man von mikroskopischen zu makroskopischen Systemen tbergeht. Be-
sitzt die Quantenmechanik ein&lassischen Grenzfall in dem sie die Aussagen der klassi-
schen Mechanik reproduziert?

Elektronen in einer Elektronenstrahlréhre kann man z. B. durch ein sogenanntes ,Wellenpaket”
beschreiben, d. h. durch eine Wellenfunktion mit begrenzter Ausdehnung, die sich wie ein
Wellenpuls ausbreitet (Abbildung 6.5).

A UX)

EN

Abbildung 6.5: Wellenfunktion eines Wellenpakets

Schon friih wurde erkannt, dass der ,Schwerpunkt® eines Wellenpakets sich nach den Newton-
schen Gesetzen bewegt, wenn das Wellenpaket nicht zu ausgedehnt ist, d. h. wenn die Ausdeh-
nung des Wellenpakets klein ist gegentber den Abstanden, flr die sich die potentielle Energie
andert. Ein solches Wellenpaket bewegt sich dann @hnlich einem klassischen Teilchen.

Schrodinger erkannte jedoch, dass das eigentliche Problem beim klassischen Grenzfall in den
Uberlagerungszustanderiegt. Er legte das anhand eines besonders drastischen Beispiels dar,
das unter dem Namen ,Schrddingers Katze* Berihmtheit erlangte: In einem Kasten, in dem
sich eine Vorrichtung zur Freisetzung eines Giftgases befindet, ist eine Katze eingesperrt (Ab-
bildung 6.6).
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Abbildung 6.6: Schrédingers Katze

Ein Zufallsereignis (radioaktiver Zerfall eines Atoms) bestimmt, ob das Gas freigesetzt wird
oder nicht. Die Apparatur soll gerade soviel radioaktive Substanz enthalten, um in einer Stunde
mit 50% Wahrscheinlichkeit einen Zerfall herbeizuftihren, der nach Auslésung des Mechanis-
mus die Katze vergiftet.

Die Wellenfunktion des Gesamtsystems (Kasten + Katze) hat nach dieser Zeit die Form eines
Uberlagerungszustands zweier makroskopisch verschiedener Zusgiadmthalt die beiden
Madglichkeiten ,Katze tot* und ,Katze lebt” in gleichem Mal3e:

T(X) =710 + 2(%); (6.2)

wobei™;(X) den Zustand ,Atom zerfallen + Katze tot* und(x) den Zustand ,,Atom nicht zer-

fallen + Katze lebt* bezeichnet. Die Wellenfunktion (6.2) hat die gleiche Gestalt wie die eines
Atoms beim Doppelspaltexperiment (Gleichung 5.14). Dort zeigte sich, dass man dem Atom
keinen Spalt zuordnen konnte, durch den es gegangen war. Es besal} die Eigenschaft ,Ort*
nicht. Ubertragt man diese Erkenntnis auf den Fall der Katze, kommt man zu dem Schluss,
dass die Katze in dem Uberlagerungszustand (6.2) die Eigenschaften ,tot* oder ,lebendig*
nichtbesitzt.

Es ist wichtig zu betonen: Wie beim Atom hinter dem Doppelspalt handelt es sich bei Glei-
chung (6.2) nicht um einen Zustand, in dem man nighif} ob die Katze tot oder lebendig

ist, sondern sie besitzt tatsachlich diese Eigenschaften nicht. Ahnlich wie beim Doppelspalt-
experiment kann es beim Uberlagerungszustand (6.2) zu Interferenzerscheinungen zwischen
toter und lebendiger Katze kommen. Nun ist es eine evidente Erfahrungstatsache, dass in der
Wirklichkeit solche Phanomene nicht existieren. Schrddinger ist es also mit diesem Beispiel
gelungen, nachdriicklich deutlich zu machen, dass der Ubergang von der Quantenmechanik
zur klassischen Mechanik nicht ohne Schwierigkeiten zu bewaltigen ist.

Schrédingers Katzenparadoxon weist eine enge Verbindung zur Frage auf, wigiaimen-
mechanische Messungu beschreiben ist: Anstelle der Katze kann man sich ein Messgerat
denken, das den Zerfall eines Atoms in der radioaktiven Substanz durch das Aufleuchten einer
Lampe anzeigen soll. Wie im Fall der Katze schliel3t man, dass sich das Messgerat nach Ablauf
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einer Stunde in einem Uberlagerungszustand befindet, in dem die Lampe keine der Eigenschaf-
ten ,leuchtet” oder ,leuchtet nicht” besitzt. Die Quantenmechanik sagt also voraus, dass sich
nach einer Messung das Messgerat in einem Zustand befindet, in dem es keinen eindeutigen
Wert anzeigt. Dies steht im Widerspruch zu allen Erfahrungen mit Messgeréaten.

Dieses Problem, daguantenmechanische Messproblepbeschéftigt die Physiker seit meh-

reren Jahrzehnten. Zu einer endgliltigen Losung ist man bisher noch nicht gelangt. Um Uber-
einstimmung mit dem beobachteten Verhalten von Messgeraten zu erhalten, wurde ,von Hand"
der abrupte Prozess der Zustandsreduktion (s. 0.) eingeftihrt: Bei einer Messung wird die Wel-
lenfunktion nach Zufallsgesetzen aus dem Uberlagerungszustand auf eine der Moglichkeiten
(,Lampe leuchtet/,Lampe leuchtet nicht®) ,reduziert. Eine Erklarung der Zustandsredukti-

on, die es erlaubt, sie aus den Grundgesetzen der Quantenmechanik zu verstehen, steht jedoch
noch aus.

In den letzten Jahren zeichnet sich ein wissenschatftlicher Konsens ab, wie man dem Verstandnis
des Schrodingerschen Katzenproblems (und damit auch dem des quantenmechanischen Mes-
sprozesses) naher kommen kénnte: Uber die TheoriBelavhdrenz Die zentrale Idee dabei

ist, dass man makroskopische Korper (wie die Katze) nicht isoliert betrachten kann. Sie mis-
sen als mit der AulRenwelt wechselwirkenaféene Systemeufgefasst werden. Sie besitzen
immer einenaturliche Umgebung mit der sie auf vielféltige Weise wechselwirken. Die Katze

z. B. streut Licht, gibt Warmestrahlung ab und beeinflusst die Luftmolekile in der Umgebung.

Schon beim Doppelspaltexperiment konnte man sehen, dass kein Interferenzmuster auftrat,
wenn man jedes Atom hinter einem der beiden Spalte durch Lichtstreuung nachwies (vgl. Ab-

schnitt 6.2). Dieser Verlust der Interferenzfahigkeit ist unabhangig davon, ob das gestreute

Photon von einem Beobachter registriert wurde oder nicht.

Ebenso zerstort die Lichtstreuung (und auch jede andere Wechselwirkung mit der Umgebung)
das Kennzeichen des Uberlagerungszustands (6.2): die Interferenzfahigkeit zwig€ken

und ~,(x) (also zwischen toter und lebendiger Katze). Durch die Wechselwirkung mit ihrer
Umgebung wird die Katze ,effektiv klassisch®. Sie ist tot oder lebendig; Uberlagerungen oder
Interferenzerscheinungen kénnen nicht nachgewiesen werden.

Schrodingers Frage, warum keine Uberlagerungszustande bei makroskopischen Korpern auf-
treten, wird somit durch die Theorie der Dekoharenz beantwortet: Makroskopische Kdérper er-
scheinen klassisch, weil man sie nicht von ihrer Umgebung isolieren kann. Die Wechselwir-
kung mit der Umgebung zerstért die Interferenzfahigkeit. Es gibt jedoch auch besondere Falle,
in denen die Isolierung von der Umgebung moglich ist. Dann findet keine Dekoharenz statt
und es kommt zu makroskopischen Quantenphanomenen, wie Supraleitung, Suprafluiditat und
Bose-Einstein-Kondensation.

In jingster Zeit wird auch der Ubergangsbereich zwischen klassischer Physik und Quanten-
physik dem Experiment zuganglich. So gelang es 1996 ein lon in einen Uberlagerungszustand
aus zwei raumlich um 80 nm getrennten Wellenpaketen zu bringen, deren Ausdehnung jeweils
nur 7 nm betrug. Dies stellt eine Uberlagerung zweier makroskopisch verschiedener Zustande
dar. Die durch die Wechselwirkung mit der Umgebung verursachte Dekohéarenz (der Verlust der
Interferenzfahigkeit zwischen den beiden Wellenpaketen) konnte in dem Experiment im Detail
verfolgt werden.






Kapitel 7

Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation

7.1 Gleichzeitige Praparation verschiedener Eigenschaften

In der klassischen Mechanik wird die Bewegung von Teilchen durch die Angabe ihrer Bahnkur-
ve beschrieben. Ein Beispiel ist der waagerechte Wurf, bei dem Kugeln einer parabelférmigen
Bahn folgen, nachdem sie von einer Abschussvorrichtung abgeschossen wurden (Abbildung
7.1).

Abbildung 7.1: Praparation und Bahnkurve beim waagerechten Wurf

Die Kugeln bewegen sich immer auf der gleichen Bahn, sofern alle die gleichen Anfangsbe-
dingungen besitzen, d. h. identische Werte des Abschussorts und der Abschussgeschwindigkeit.
Man muss also eine Abschussvorrichtung bauen, mit der man Kugeln mit mdglichst identischen
Anfangswerterxo; Yo; Pxo; Pyo VOn Ort und Impuls abschieen kann. Zum Herstellen dieser An-
fangsbedingungen muss man somit an einem Ensemble von Kugeln die Eigenschaften ,Ort*
und ,Impuls” gleichzeitig praparieren.

.Praparieren” bedeutet, dass bei Messungen der praparierten Grol3e an einem Ensemble von
Kugeln die Streuung der Messwerteverschwindet bzw. sehr klein wird. Streuen die be-
obachteten Bahnen, kann dies daran liegen, dass die Kugeln nicht reproduzierbar vom gleichen
Ort und mit der gleichen Anfangsgeschwindigkeit abgeschossen wurden. Man baut dann eine
neue Abschussvorrichtung, bei der die Streuung in den Anfangswerten kleiner ist und fihrt das
Experiment noch einmal durch. Die Erfahrung zeigt, dass es in der klassischen Physik keine
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prinzipielle untere Grenze fir die gleichzeitige Verkleinerung der Streuungen in den Anfangs-
bedingungen gibt.

Das Praparieren von Eigenschaften ist auch fir Quantenobjekte moglich, wie bereits gezeigt
wurde (z. B. Polarisationseigenschaft bei Photonen). Beim waagerechten Wurf reicht die Pra-
paration einer einzelnen GroR3e allerdings nicht aus. Zur Herstellung gleicher Anfangsbedin-
gungen fur alle Kugeln missen Ort und Impglsichzeitigprapariert werden, und zwar sowohl

in X- als auch iny-Richtung. Dieser Umstand erscheint nicht weiter bemerkenswert. Nach al-
len Alltagserfahrungen kommt es einem selbstverstandlich vor, dass man zwei Eigenschaften
gleichzeitig herstellen kann, wenn man jede von ihnen einzeln praparieren kann.

Um so Uberraschender ist es, dass in der Quantenmechanik genau das Gegenteil der Fall ist: Es
gibt Paare von Eigenschaften (z. B. Ort und Impdksden gleichzeitige Praparation prinzipiell

nicht moglich ist obwohl die Praparation jeder einzelnen Eigenschaft auf keine grundsatzli-
chen Grenzen stol3t. Dies ist der Inhalt Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelationdie in

diesem Kapitel naher erlautert werden soll.

7.2 Praparation von Ort und Impuls bei Photonen

Um die Unmoglichkeit der gleichzeitigen Praparation von Ort und Impuls zu zeigen, analysie-
ren wir einen konkreten Versuch, beide Eigenschaften zugleich herzustellen. Als Quantenob-
jekte benutzen wir die Photonen eines monochromatischen Laserstrahls (Abbildung 7.2).
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Abbildung 7.2: Strahl eines Lasers

Da der Strahl sehr gut geblndelt ist, ist die Impulskompongnsenkrechizur Strahlrichtung

fur alle Photonen praktisch gleich Null (zum Begriff des Photonenimpulses vgl. Abschnitt 1.4).
Sie besitzen also die Eigenschaft ,Impulskomponggte= 0. Wirde man Messungen der
Impulskomponentp, an sehr vielen Photonen des Laserstrahls durchfuihren, ware die Streuung
¢p, der Messwerte um den Wegg = 0 verschwindend gering.

Der Laserstrahl besitzt eine gewisse rdumliche Breitg-Richtung (Abbildung 7.2). Misst

man diesen mit einem raumlich hochauflésenden Detektor, wird man Photonen innerhalb eines
Bereichs der Breitaty, finden. Die Messwerte fir die Ortskomponegtsveisen also eine
Streuung®y, auf. Das bedeutet, dass die Photon@htauf die Eigenschaft ,,Ortskomponente

y* prapariert sind.

Man kann nun versuchen, die Streuung der Ortskomponentereduzieren, indem man den
Strahl einen engen Spalt passieren l&asst:
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Experiment 7.1: Lassen Sie einen Laserstrahl durch einen engen Spalt (Breite d) fallen. Der
Strahl wird hinter dem Spalt aufgeweitet (Abbildung 7.3). Je enger der Spalt, desto grol3er ist

die Aufweitung.

i

Laser T,

Abbildung 7.3: Aufweitung des Laserstrahls an einem engen Spalt

Es handelt sich hier um die aus der Optik bekannte Beugung eines Lichtbindels am Spalt. Die
Struktur der Beugungsmaxima und -minima lasst sich deutlich erkennen.

Analysieren wir, was das Versuchsergebnis in quantenmechanischer Hinsicht fur die Eigen-
schaften ,Ortskomponent¢ und ,Impulskomponent@,“ bedeutet. Durch das Einflhren des
Spaltes ist der Laserstrahl unmittelbar hinter dem Spalt schmaler geworden. Das bedeutet, dass
die Messwerte der Ortskomponenta der Spaltebene weniger stark streuen. Die Streuung ist
von ¢y, auf ¢y ... d vermindert worden.

Bedeutet diese Verbesserung der Ortspraparation, dass nun Ort und Impuls gleichzeitig gut pra-
pariert sind? Nein, denn die allméhliche Aufweitung des Strahls hinter dem Spalt zeigt, dass die
Photonen nicht mehr geblndelt sind. Bei einer Messung streuen die Impulse der Photonen nun
in Querrichtung. Die Photonen haben ihre Eigenschaft ,Impulskompopgrted verloren.

Die Ortsstreuung der Photonen unmittelbar hinter dem Spalt konnte mit dem Spalt zwar verrin-
gert werden, aber damit verbunden ist leider auch eine VergroRerung der Impulsstreuung. Ort
und Impuls konnten nicht gleichzeitig prapariert werden. Dies gilt nicht nur fir Photonen am
Spalt, sondern es handelt sich um ein allgemeines Prinzip der Quantenmechanik:

Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelatioks ist nicht mdglich, ein Ensemble von
Quantenobjekten gleichzeitig auf Ort und auf Impuls zu praparieren.

7.3 Ein Mal fur die ,Glte" einer Praparation

Man kann die Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation noch quantitativer formulieren, nam-
lich als eine Beziehung, die angibt, wie ,gut* man Ort und Impuls an einem Ensemble von
Quantenobjekten gleichzeitig praparieren kann. Vorher muss aber erst geklart werden, was man
mit dem Ausdruck der ,Gute" einer Praparation meint.

Erinnern wir uns: Ist ein Ensemble von Quantenobjekten auf eine bestimmte Eigenschaft pra-
pariert und fihrt man eine Testmessung dieser Eigenschaft durch, wjetibeMessung der-
selbe Wert gefunden. Die Streuung der Messwerte ist dann Null. Allerdings wird es in einem
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realen Experiment kaum moglich sein, die Streuung der Messwerte exakt auf den Wert Null
zu bringen. Die Pré&paration ist dann nicht perfekt, aber doch so gut, dass man die betreffende
Eigenschaft ,nahezu” prapariert hat. Um dieses ,nahezu” quantitativ zu fassen, betrachten wir
den Versuch, mit einem Spalt die Eigenschaft ,{r{senkrecht zur Strahlrichtung) an einem
Elektronenstrahl zu praparieren.

Experiment 7.2 (Gedankenexperiment):  Ein Strahl von Elektronen fallt auf einen Spalt der
Breite d. Unmittelbar hinter dem Spalt steht ein hochauflosender Detektor, der die Elektronen
mit einer weit héheren Aufldsung als der Spaltbreite nachweisen kann. Er registriert die Zahl
der Elektronen die pro Sekunde an einer bestimmten Stelle ankommen (Abbildung 7.4).

hochauflésender
Detektor
S t
_— -
v
Elektronen

Abbildung 7.4: Praparation der Eigenschaft ,Ort* an einem Elektronenstrahl

Der Detektor fuhrt Ortsmessungen an den Elektronen durch, die vom Spalt durchgelassen wer-
den. Naturlich wird man so dicht hinter dem Spalt alle Elektronen in dem kleinen Gebiet finden,
das vom Spalt nicht abdeckt wird. Um die Verteilung der Messwerte innerhalb dieses Gebie-
tes statistisch zu erfassen, ermittelt man ihkéittelwert y, und ihre Standardabweichung

¢y. Der Mittelwert gibt an, wo die Verteilung der Messwerte ihren ,,Schwerpunkt* besitzt, die
Standardabweichung ist ein Mal3 fur ihre Streuung.

Die Verteilung der Ortsmesswerte im Fall eines schmalen Spaltes sieht wie in Abbildung
7.5 (a) aus. Die Elektronen sind gleichmalf3ig hinter dem Spalt verteilt. Die Standardabweichung
der Ortsmesswerte ist von der GroRenordnung der Spaltbreite. Wenn der Spalt relativ schmal
ist, ist auch die Streuung recht klein. Bei einem breiteren Spalt weisen die Ortsmesswerte eine
groRRere Streuung auf (Abbildung 7.5 (b)).

(@) (b)
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Abbildung 7.5: Verteilung der Ortsmesswerte bei verschiedenen Spalten
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Mit der Standardabweichungy hat man ein Mal3 gefunden, mit dem man @éte einer
Praparation festlegen kann. Wenn die Streuung der Messwerte Null ist, ist die Praparation
perfekt (im Fall der Ortspraparation mit einem Spalt ist dies nicht zu erreichen, weil man dazu
den Spalt immer enger machen miusste, bis er schlie3lich ganz verschlossen ist). Wenn die
Standardabweichung nicht Null ist, bedeutet das, dass die Messwerte streuen. In diesem Fall ist
die Praparation nicht perfekt und die Standardabweichung gibt dariber Auskunft, wie sehr die
Praparation der betreffenden Eigenschaft von einer idealen Préaparation abweicht. Eine kleine
Standardabweichung bedeutet, dass die Eigenschaft relativ gut prapariert ist, wahrend bei einer
grol3en Standardabweichung keine gute Praparation vorliegt.

Die ,Gute" der Praparation einer Eigenschaft (z. B. Ortskomponentey) kann
man anhand der Streuung der Messwerte bei einer Testmessung beurteilen. Jg
kleiner die Standardabweichung®y der Messwerte ist, um so besser ist die Ei-
genschaft prapariert.

7.4 Messverfahren und Eigenschaften

Den Zusammenhang zwischen der Streuung von Messwerten und einer Eigenschatft, die ein
Objekt besitzt, kann man sich anhand einer Analogie aus der klassischen Physik noch einmal
plausibel machen. Wir stellen uns zwei verschiedene Sorten von Metallplatten vor, namlich
runde und quadratische (Abbildung 7.6).

o U

Abbildung 7.6: Runde und quadratische Platten

Die runden Platten besitzen die Eigenschaft ,Durchmesser”. Den quadratischen Platten kann
man eine solche Eigenschatft nicht zuschreiben, die Frage nach ihrem Durchmesser ist sinnlos.

Was passiert, wenn man trotzdem versucht, an den quadratischen Platten einen Durchmesser
zu messen? Oder anders formuliert, was ist das Ergebnis, wenn man versucht, eine Eigenschaft
zu messen, die dem betreffenden Objekt gar nicht zukommt? Um die Frage zu beantworten,
muss man sich ein Messverfahren fur die Eigenschaft ,Durchmesser* ausdenken. Man kénnte
z. B. ein MalBband nehmen und unter verschiedenen Winkeln den Abstand von Kante zu Kante
messen (Abbildung 7.7), wobei das MalRband immer durch den Mittelpunkt gehen muss.



72 7. Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation

T streuen nicht

Messwerte
- s streuen

Abbildung 7.7: Messverfahren fir die Eigenschaft ,Durchmesser”

Fur die runden Platten erhalt man immer denselben Messwert. Sie besitzen die Eigenschaft
,ourchmesser”. FlUr die quadratischen Platten streuen die Messwerte. Dies zeigt, dass diese
Platten die gemessene Eigenschaft nicht besitzen.

Umgekehrt kann man nach der Eigenschaft ,Seitenlange" fragen, die den quadratischen Platten
zukommt. Diese Frage ist fur die runden Platten sinnlos, weil man ihnen keine Seitenlange zu-
schreiben kann. Wiederum schlagt sich dies in den Ergebnissen von Messungen nieder, die man
mit einem geeigneten Messverfahren durchfihren kann. Die Eigenschaft ,Seitenlange*“ konnte
man z. B. folgendermalRen messen: Die Platten werden gegen eine Wand gedriickt und senk-
recht zur Wand wird das Lineal angelegt. Im Unterschied zu der friiheren Messung bezlglich
der Eigenschaft ,Durchmesser fuhrt man die Messung an mehreren Stellen durch (Abbildung

7.8).
F i ]
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Abbildung 7.8: Messverfahren fiir die Eigenschaft ,Seitenlange”

Bei diesem Messverfahren streuen die Messwerte fur die runden Platten, wahrend man bei den
guadratischen Platten immer denselben Messwert erhalt, der die Seitenlange der Platten angibt.

Dies zeigt, dass es schon bei makroskopischen Objekten Beispiele gibt, bei denen man mit der
Zuordnung einer Eigenschaft vorsichtig sein muss. Bei Quantenobjekten muss man sich bei
jeder Eigenschaft vergewissern, ob die Zuordnung sinnvoll ist. Dies wird im Allgemeinen nur
durch ein erfolgreiches Préparationsverfahren sichergestellt.
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Auch bei Photonen kénnen wir nicht in allen Fallen zwei Eigenschaften gleichzeitig praparie-
ren. So kdnnen wir keine Photonen herstellen, die gleichzeitig die Eigenschaften ,waagerecht
polarisiert” und ,senkrecht polarisiert” beitzen. Dies kann man folgendermalf3en einsehen: Wir
praparieren zunachst Photonen mit Hilfe eines waagerecht orientierten Polarisationsfilters auf
die Eigenschaft ,waagerecht polarisiert®. In einem zweiten Schritt versuchen wir sie auf die Ei-
genschaft ,senkrecht polarisiert” zu praparieren, indem wir sie durch ein senkrecht orientiertes
Polarisationsfilter schicken.

Das entsprechende Experiment kann als Realexperiment oder mit Hilfe der Computersimulati-
on ,Polfilter* durchgeftihrt werden.

Experiment 7.3 (Realexperiment oder Computersimulation): Schicken Sie Licht durch ein
waagerecht orientiertes Polarisationsfilter. Die Photonen hinter dem Filter sind nun auf die
Eigenschaft ,waagerecht polarisiert” prapariert (Abbildung 7.9). Der Test (vollstandiger Durch-
gang durch ein zweites, waagerechtes Polarisationsfilter) bestétigt dies.

REY-

Abbildung 7.9: Waagerechte Polarisation

Nun versuchen wir diese Photonen zuséatzlich auf die Eigenschaft ,senkrecht polarisiert® zu
préaparieren. Zu diesem Zweck schicken wir die Photonen, die wir bereits auf die Eigenschatft
~waagerecht polarisiert* prapariert haben, durch eine Apparatur, die Photonen auf die Eigen-
schaft ,senkrecht polarisiert” prapariert. Das ist z.B. ein zweites senkrecht orientiertes Polari-

sationsfilter (Abbildung 7.10).
J=0 ¢ J=J,
1 ' =

Abbildung 7.10: Waagerechte und senkrechte Polarisation
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Zu beobachten ist, dass kein einziges Photon durch das zweite Filter hindurchgeht und damit
kein einziges der Photonen mit der Eigenschatft ,waagerecht polarisiert* gleichzeitig auf die
Eigenschaft ,senkrecht polarisiert* praparierbar ist. Die beiden Eigenschaften sind also nicht
gleichzeitig praparierbar, es siethander ausschlieRende Eigenschaften

7.5 Elektronen am Einzelspalt und die quantitative Formu-
lierung der Unbestimmtheitsrelation

Nach der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation kann man an einem Ensemble von Quan-
tenobjekten Ort und Impuls nicht gleichzeitig perfekt praparieren. Nachdem wir in Abschnitt
7.3 ein Mal} fur die Glte einer Praparation gefunden haben, kbnnen wir fiagege|chem
AusmalXrts- und Impulspréaparation unvereinbar sind. Das bedeutet: Wenn man eine experi-
mentelle Anordnung betrachtet, bei der Ort und Impuls nur naherungsweise prapariert werden
— gibt es dann eine Grenze, wie nahe man dem Ideal einer perfekten Praparation kommen kann?

Es ist tatsachlich moglich, eine solche Aussage zu treffen. Man kann die Heisenbergsche Un-
bestimmtheitsrelation quantitativ als eine Beziehung zwisehgmnd ¢p, formulieren, also
zwischen den Mafl3zahlen fiir die Gite der Praparation von Ort und Impuls. Dazu betrachten wir
den Versuch, mit Hilfe eines Spalts an Elektronen gleichzeitigyQmd Impulsp, senkrecht

zur Strahlrichtung zu préaparieren.

Experiment 7.4 (Computersimulation):  Starten Sie das Doppelspalt-Simulationsprogramm
und wahlen Sie Elektronen der Energie E = 50 keV. Aktivieren Sie am Schirm die Einstel-
lung ,theoretische Verteilung“. Klicken Sie nun auf die Blende und schlie3en einen der beiden
Spalte. Sie kbnnen nun die Elektronenbeugung am Einzelspalt untersuchen. Variieren Sie die
Spaltbreite zwischen 700 nm und 200 nm. Wie beim analogen Experiment mit Photonen (Ab-
schnitt 7.2) wird der Strahl hinter dem Spalt aufgeweitet. Je schmaler der Spalt wird, desto
breiter wird das Beugungsmuster (Abbildung 7.11).

"
T

i

Abbildung 7.11: Elektronen am Einzelspalt
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Die Glute der Orts- bzw. Impulspréparation wird durch die Streuung der Messwerte einer ent-
sprechenden Testmessung beschrieben. An dem Ensemble von Elektronen, das durch den Spalt
prapariert wird, nimmt man also — genau wie in Abschnitt 7.3 — die Verteilung der Ortsmesswer-

te unmittelbar hinter dem Spalt auf. Dann ersetzt man den hochauflosenden Ortsdetektor durch
ein Impulsmessgerat und ermittelt damit die Verteilung der Impulsmesswerte. Beide Verteilun-
gen werden in ein Diagramm Ubertragen und ihre Standardabweichungen ermittelt. So erhalt
man die Ortsstreuungy und die Impulsstreuungp, .

Die Ergebnisse sind in den Abbildungen (7.12) und (7.13) gezeigt: Flur einen breiten Spalt
ergibt sich eine relativ grof3e Ortsstreuung, aber eine kleine Impulsstreuung (Abbildung 7.12).

Verteilung der Verteilung der
OrtsmeRwerte ImpulsmeRwerte
groRe Streuung kleine Streuung
breiter Spalt

Ay AP,
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Abbildung 7.12: Verteilung der Orts- und Impulsmesswerte flr einen breiten Einzelspalt

Dagegen ist bei einem schmalen Spalt die Ortsstreuung klein, aber die Impulsstreuung grof3
(Abbildung 7.13).

Verteilung der Verteilung der
OrtsmeRwerte ImpulsmeRwerte
kleine Streuung grof3e Streuung
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Abbildung 7.13: Verteilung der Orts- und Impulsmesswerte flir einen schmalen Einzelspalt
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Die beiden Streuungen scheinen im vorliegenden Beispiel reziprok miteinander verknupft zu
sein: Die Streuung der Impulsmesswerte nimmt zu, wenn die Streuung der Ortsmesswerte ab-
nimmt und umgekehrt.

Man kann sich diesen reziproken Zusammenhang zwischen Orts- und Impulsstreuung auch
theoretisch plausibel machen. Die Quelle préapariert Eektronen mit der Eigenschatft ,Impuls®.
Alle Elektronen besitzen iR-Richtung den Impulpx = 2¢m ¢ E und keine Impulskompo-

nente iny-Richtung:p, = 0.

Durch die Beugung am Spalt verliert der Elektronenstrahl seine urspriingliche Impulseigen-
schaft. Hinter dem Spalt misst man die in Abbildungen (7.12) und (7.13) gezeigten statistischen
Streuungen der Querimpulpg. Auf dem Weg vom Spalt zum Schirm weitet sich der Strahl
daher auf und bildet das beobachtete Beugungsmuster aus. Je gréf3er die Streuung der Querim-
pulse ist, desto breiter wird das Beugungsbild auf dem Schirm ausfallen. Daher kann man mit
der Breite des Beugungsmusters auf dem Schirm die Streuung der Impulsmesswerte am Spalt
abschatzen.

Der Grol3teil der Elektronen wird auf dem Schirm innerhalb des Hauptmaximums der Beu-
gungsfigur registriert, also innerhalb des Winkelbereichs zwisetierund j fi (Abbildung
7.14 (a)).

(@) (b)
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Abbildung 7.14: Abschétzung der Impulsstreuudp.

Zur Abschéatzung der Streuung der Querimpudgg kann man sich daher auf diesen Bereich
beschranken. Aus Abbildung (7.14 (b)) liest man den folgenden Zusammenhang ab:

¢py ... pesinfi: (7.2)

Der Bereich des Hauptmaximums ist durch die ersten Beugungsminima begrenzt, dessen Lage
aus der klassischen Optik bekannt ist:

sinfi = a: (7.2)

Im Fall der Elektronen ist die de-Broglie-Wellenlange des auf Impplpraparierten einfal-
lenden Strahls = % (vgl. Beziehung (5.3)). Also gilt:

h

infi = :
sinfi 5td

(7.3)
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Eliminiert mansin fi aus den Gleichungen (7.1) und (7.3), ergibt sich:
_h %py,
5td " p
Multipliziert man beide Seiten mft und schatzt die Streuung der Ortsmesswenadurch die
Spaltbreited ab, wird diese Gleichung zu:

(7.4)

¢Cytcpy ... h: (7.5)

Dies ist die gesuchte Gleichung, die fir unser Spaltbeispiel die Streuungen der Orts- und
der Impulsmesswerte in gesetzmalliger Weise miteinander verkntpft. Das Produkt der beiden
Streuungen ist in diesem Beispiel immer von der GréRenordnung der Planckschen Konstanten
h. Daher muss bei jedem Versuch, die Ortsstreu@izggdurch Verengen des Spalts zu verrin-
gern, die Streuung der Querimpulé@, gréBer werden und umgekehrt.

Gleichung (7.5) stellt die quantitative Formulierung der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrela-
tion flr das spezielle Beispiel des Spalts dar. Sie besitzt jedoch einen viel groReren Gultigkeits-
bereich. In ihrer allgemeinen Form beschreibt sie generell, wie gut Orts- und Impulspraparation
gleichzeitig moglich sind:

Hat man ein Ensemble von Quantenobjekten so prapariert, dass die Streuung der
Ortsmesswerte@y Kklein ist, wird die Streuung der Impulsmesswerte®p,, grof3
sein (und umgekehrt). Es gilt dieHeisenbergsche Unbestimmtheitsrelation:

h
¢cyt<Epy , 4—: (7.6)

Die Uberlegungen am Einzelspalt suggerieren, dass ein Ensemble mit groRer Ortsstreuung au-
tomatisch eine kleine Impulsstreuung aufweisen wird. Das wird im Allgemeinen nicht der
Fall sein. An einem Ensemble von Quantenobjekten kann sowohl der Ort als auch der Im-
puls schlecht prapariert sein. Die Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation stellt nuntenee
Schrankdur die gleichzeitige Praparation von Ort und Impuls dar. Dies wird durch das Grol3er-
Zeichen in Gleichung (7.6) zum Ausdruck gebracht. Der gegeniiber Gleichung (7.5) gednderte
Vorfaktor ist durch die bei der Herleitung dieser Gleichung gemachten Abschatzungen bedingt.

Die bisherigen Uberlegungen zur Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation galten nur fiir
Komponenten von Ort und Impuls in der gleichen Richtung (ki€ichtung). Es stellt sich
heraus, dass die Unmaoglichkeit der gleichzeitigen Praparation nur fur diese Komponenten gilt.
Das bedeutet: Es ist zwar unmdglich, gleichzeitignd p, odery undp, zu praparieren, aber
Orts- und Impulskomponenten in verschiedene Richtungen, wie y uBdpy oderx undpy

lassen sich durchaus gleichzeitig praparieren.
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7.6 Unbestimmtheitsrelation und Bahnbegriff

Die Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation bedeuteischied vom Begriff der Bahn

eines Teilchenswie er in der klassischen Physik verwendet wird. Der Bahnbegriff ist mit der
Notwendigkeit verbunden, Ort und Impuls zum gleichen Zeitpunkt exakt anzugeben. In der
klassischen Mechanik ist dies im Prinzip immer méglich; man stol3t dabei héchstens an prak-
tische Grenzen. Die Unbestimmtheitsrelation (7.6) zeigt jedoch, dass dies fir Quantenobjekte
wie Elektronen niemals moglich ist: Quantenobjekte kdnnen niemals die Eigenschaften ,Ort*
und ,Impuls* zugleich besitzen. Das Produkt der Streuunggrund ¢p, muss immer in der
GroRRenordnung der Planckschen Konstdmbeler grof3er sein.

Wie ist diese Feststellung aber mit der Beobachtung zu vereinbaren, dass Elektronen in einer
Elektronenstrahlréhre scheinbar auf einer wohldefinierten Bahn laufen? Um diesen scheinbaren
Widerspruch aufzuklaren, betrachten wir das folgende Beispiel:

In einer Elektronenstrahlrohre wird der Elektronenstrahl an der Anode auf eine Breite von
¢y ... d = 0; 1 mm abgeblendet (Abbildung 7.15).

Kathode

It J
[ i

Ringanode

(I

X L

Abbildung 7.15: ,Bahn*“ der Elektronen in einer Elektronenstrahlréhre

Die Streuung der Impulse y+Richtung (also in Querrichtung) ist daher mindestens

kg m

. i34
h  6;6¢10 kgm=5;3¢10i31 m

Cp, = -
Py =4 tey  4.110i'ms

Die Geschwindigkeitsstreuung irRichtung erhalt man, indem mabp, durch die Elektro-
nenmasse teilt:
Cvy, = Ty 0;589:
m s
Zum Vergleich berechnet man die GeschwindigkeixiRichtung (also in Strahlrichtung), die
ein Elektron bei einer Beschleunigungsspannung von 1 kV besitzt:

r

2tetU

vy = —1:9¢10"
S
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Um eine Strecke. = 20 cm zu durchqueren benétigen die Elektronen eine ZeitL=v, =
1;1¢1078 s. In dieser Zeit weitet sich der Strahl in Querrichtung@isn= ¢v,t =6¢101° m

auf, was jenseits aller Nachweisbarkeit liegt. Die Erkennbarkeit einer ,Bahn“ in der Elektro-
nenstrahlrohre widerspricht der Unbestimmtheitsrelation also nicht.






Kapitel 8

Der Weg zur Schrodinger-Gleichung

8.1 Mathematische Beschreibung von Quantenobjekten

Die allgemeinen Ziele der Physik lassen sich in zwei Kategorien einteilen:

Zum einen mdchte man Einsicht in die grundlegenden Wirkungszusammenhange der Natur-
phanomene gewinnen. Dies ermdglicht gumlitatives Verstandnis der betrachteten physi-
kalischen Phanomene. Ein Beispiel dafir ist die Erkenntnis, dass die gleiche Grundkraft, die
Gravitation, flr das Herabfallen eines losgelassenen Steins wie auch fur die Bewegung des
Mondes um die Erde verantwortlich ist.

Bei der zweiten Kategorie handelt es sich um glimntitative Beschreibungder physikali-

schen Phanomene. Die Newtonsche Gleichung erlaubt es, die Bahnkurve fir den geworfenen
Stein und die Mondbewegung abzuleiten und aus den Anfangsbedingungen detaillierte Voraus-
sagen Uber das zukinftige Verhalten der Objekte zu treffen.

In den vorangegangen Kapiteln wurden zahlreiche Einblicke in die Grundstrukturen der Quan-
tenphysik gegeben. Es wurden Beispiele betrachtet, in denen Quantenobjekte in einen bestimm-
ten Zustand gebracht wurden. Dies geschah, indem man mit Hilfe einer geeigneten Appara-

tur einePraparation durchfiihrte. Die Praparation diente dazu, bestimmte dynamische Eigen-
schaften wie definierten Ort, Impuls oder Polarisation herzustellen. Es zeigte sich aber auch,
dass es nicht immer maoglich ist, Quantenobjekten eine bestimmte, klassisch wohldefinierte
Eigenschaft zuzuschreiben. Die Besonderheiten des quantenmechanischen Messprozesses wur-
den untersucht, und es wurde die Notwendigkeit einer statistischen Beschreibung von Quanten-
objekten gezeigt.

All dies féllt in den Bereich der oben angesprochenen ersten Kategorie, ein qualititatives Ver-
standnis der physikalischen Grundzusammenhange zu gewinnen. Dies istim Bereich der Quan-
tenphysik besonders wichtig, da das Verhalten von Quantenobjekten drastisch von dem ab-
weicht, was man in der klassischen Physik fir selbstverstandlich ansieht.
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Im Folgenden geht es nun darum, einen Einblick in die quantitative Beschreibung von Quanten-
objekten zu gewinnen. Es soll eine erste Einfuhrung in den formalen Apparat der Quantenme-
chanik gegeben werden, der es ermdglicht, das befremdliche Verhalten von Quantenobjekten
mathematisch zu erfassen. Selbst wenn die Ergebnisse von Experimenten mit Elektronen oder
Atomen schwer mit unserer Vorstellung zu vereinbaren sind oder gar widersprichlich erschei-
nen, ist die Quantenmechanik in der Lage, sie mathematisch abzuleiten. Alle bisher zu ihrer
Prufung durchgefihrten experimentellen Tests hat sie bestanden.

Die Mdglichkeit, Quantenobjekte mathematisch zu erfassen, obwohl ihr Verhalten anschau-
lich nicht verstandlich erscheint, haben wir uns schon einmal zunutze gemacht: Beim Dop-
pelspaltexperiment (Abschnitt 5.5) wurden die Elektronen durchAdidenfunktion ~(x; t)
beschrieben. Sie ist eine Funktion des Ortes und der Zeit, die sich wellenmé&R3ig ausbreitet. Beim
Doppelspaltexperiment konnte das Auftreten von Interferenzerscheinungen dadurch verstanden
werden, dass sich die von den beiden Spalten ausgehenden Wellen Gberlagern, ganz ahnlich wie
es bei Wasserwellen der Fall ist. Auf der anderen Seite wurde der teilchenhafte Nachweis der
Elektronen auf dem Schirm durch die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion er-
kKlart: P (x)tEx = j~(x; t)j?¢ ¢ x beschreibt dig#vahrscheinlichkeit, ein Elektron zur Zeit am

Ort x auf dem Schirm nachzuweisen. Der scheinbare Widerspruch von Wellen- und Teilchen-
charakter der Elektronen konnte durch die theoretische Beschreibung vollkommen aufgeklart
werden.

Mit der Wellenfunktion haben wir eines der zentralen Elemente zur mathematischen Erfas-
sung von Quantenobjekten kennengelernt. Die Wellenfunktion beinhaltet die vollstandige In-
formation, die nach der Quantenmechanik Gber ein Quantenobjekt zu erlangen ist. Wie man
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fir ein Quantenobjekt aus der Wellenfunktion berechnet, ist
schon bekannt. In den folgenden Abschnitten wird sich zeigen, wie man aus ihr Aufschluss
Uber andere physikalische Grélien gewinnt und wie man sie in einfachen Féllen im Rahmen
der Quantenmechanik bestimmen kann. Dabei werden wir uns auf Beispiele beschrénken, die
mit reelwertigen Funktionen beschrieben werden kénnen.

Zunéchst soll jedoch an einem Beispiel gezeigt werden, wie die mathematische Beschreibung
von Quantenobjekten durch eine Wellenfunktion konkret aussieht. Dazu wird das einfachste
Beispiel ausgewahlt, ndmlich ein Ensemble von Elektronen, die durch ein Praparationsverfah-
ren in einen Zustand mit bestimmtem Impuls bzw. kinetischer Energie gebracht wurden.
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8.2 Praparation von Elektronen auf bestimmten Impuls und
kinetische Energie

Eine Mdglichkeit, Elektronen in einen Zustand mit bestimmtem Impuls bzw. kinetischer Ener-
gie zu bringen, bietet das folgende Verfahren:

Experiment 8.1: Eine Kathodenstrahlréhre wird ohne angelegte Anodenspannung betrieben.
Um die Kathode erscheint ein blauliches Glimmen. Zwischen Kathode und Anode fliel3t kein
Strom. Nach Anlegen der Beschleunigungsspannung U, zwischen Kathode und Anode (das
elektrische Feld zeigt in x-Richtung) sieht man einen geradlinigen Elektronenstrahl. Es flief3t
ein elektrischer Strom.

I

pxoz \/2.m.q.Ub
- Ew. =qU,

Abbildung 8.1: Praparation der Eigenschaften ,Impuls” und ,kinetische Energie” durch eine Beschleu-
nigungsspannung

Die Elektronen werden durch die anliegende Spanriyigeschleunigt (Abbildung 8.1). Der

erste Teil des Versuchs zeigt, dass die Elektronen ohne die anliegende Beschleunigungsspan-
nung keine nennenswerte kinetische Energie besitzen. Nach dem Durchlaufen der Beschleuni-
gungsstrecke besitzen die Elektronen die kinetische EnEigie= q ¢ U,. Innerhalb geringer
Fehlergrenzen haben alle Elektronen, die diese Praparationsvorrichtung durchlaufen, denselben
Impuls bzw. dieselbe kinetische Energie. Sie bilden daher ein Ensemble von Elektronen, das
auf einen bestimmten Impuls bzw. kinetische Energie prapariert ist.p'ledes einzelne Elektron,
das zu diesem Ensemble gehort, besitztEigenschaft,Impuls px, =  2¢m¢qtU“ und
.Kinetische Energid,;, = qtU".

8.3 Wellenfunktion eines freien Elektrons

Mit dem obigen Préparationsverfahren kénnen wir ein Ensemble von Elektronen mit bestimm-
tem Impuls praparieren. Wie kann man diese Elektronen mathematisch beschreiben? Wie sieht
die Wellenfunktion aus, die ihnen zugeordnet ist? Die Wellenfunktion ist von der Gestalt:

il 11
. 2. 2.t 2.. 2.t
To(X; 1) = Atsin X i D + B tcos X i - ; (8.1)

wobeiA undB Konstanten sind. Der vamabhangige Term gibt die Zeitabhangigkeit der Welle
an einem bestimmten Ort wieder.
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In Gleichung (8.1) taucht das typische Kennzeichen einer Welle, die Wellen)égfe Bereits
in Abschnitt 5.3 haben wir das Wellenverhalten von Elektronen quantitativ erfasst und ihnen
eine Welle mittels dede-Broglie-Wellenlange

h h
=h_g h 8.2
p 2mEyin 8-2)

zugeordnet. Wir greifen nun auf dieses Ergebnis zuriick und setzen diesen Ausdruck in die
Formel (8.1) ein. Die Bedeutung vgrwird nun klar: Es ist die Wellenlange der den Elektronen
zugeordnetefVellenfunktion

Mit der Abklrzung~ = h=2... erhalten wit:

Die Wellenfunktion, die einem auf einen bestimmten Impulspx, praparierten
Ensemble von Quantenobjekten zugeordnet ist, lautet:

—~ . Px 2---tﬂ Px 2---t‘IT
p O 1) = Atsin T¢XET + B ¢ cos T¢XET : (8.3)
Fur eine bestimmte kinetische EnergieEin ergibt sich entsprechend:
TP ! TP !
- . 2MEin 2.t 2MEyin 2.t
Ekin(X; t) = Asin - ¢ X § T +B¢cos - tX § T
(8.4)

8.4 Operatoren fur physikalische Grof3en

Im vorausgegangenen Abschnitt wurde untersucht, wie Quantenobjekte mathematisch zu be-
schreiben sind. Die Vorgehensweise orientierte sich dabei an dem in Experimenten Ublichen
Verfahren: Um mit Quantenobjekten zu Experimentieren, muss man sie erst in den gewinsch-
ten Zustand bringen, d. h. eilrdparationdurchfihren. In unserem Fall wurden Elektronen

mit einer Beschleunigungsspannung so prapariert, dass sie die Eigenschaft ,bestimmten Im-
puls” bzw. ,bestimmte kinetische Energie” besitzen.

Diesem experimentellen ,Herstellen” eines bestimmten Zustands durch Praparation entspricht
auf der theoretischen Seite die Angabe elvetlenfunktion. Dies ist in Abbildung (8.2) sym-
bolisiert.

lAnmerkung:"px beschreibt nur dann tatséchlich ein Ensemble von Elektronen, die auf Impuls prapariert
sind, wenrB = it A ist, miti der sogenannten imaginéaren Einh€i, ist dann keine reelwertige, sondern eine
komplexe Funktion.
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Py, = V2mq-U,
2 |
| = Y,
U,
Praparation Wellenfunktion

-

UD‘

Préparation Wellenfunktion

Abbildung 8.2: Praparation und Wellenfunktion

Mit der Wellenfunktion kann man ein durch Praparation hergestelltes Ensemble von Quanten-
objektencharakterisieren. Den Elektronen, die mit einer Beschleunigungsspannung in einen
Zustand mit der Eigenschaft ,bestimmter Impplg“? bzw. ,bestimmte kinetische Energie
Exin“ gebracht wurden, ist zur Beschreibung die Wellenfunkfignbzw. "¢, . - (Gleichungen

(8.3) und (8.4)) zugeordnet.

Umgekehrt kann man die folgende experimentelle Situation betrachten: Man hat ein auf kineti-
sche Energie prapariertes Ensemble von Elektronen vorliegen und mochte den Wert der kineti-
schen Energie erschlie3en. Im Experiment geschieht dies durcMessing Die Elektronen

treffen auf ein Messgerat, dieses zeigt nach der Messung den Wert der kinetischen Energie an
(Abbildung 8.3 (a)).

O
WEn ‘:" o ——— Exin
—1C——
Elektronen Wert der
mit der Eigenschaft  MeRapperat fiir kin. Energie
“kin. Energie” kin. Energie
(b)
W aF X e
B &« o | Eam
I dx
Wellenfunktion
W mathematische Wert el .
Exin Operation kin. Energie

Abbildung 8.3: Analogie zwischen Messung und Anwendung eines Operators

2Der Einfachheit halber steht im Folgendsnfiir px .
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Gleichermal3en sollte man auch aus der Wellenfunktign, ermitteln kénnen, welchen Wert

der kinetischen Energie das zugehdrige Ensemble besitzt. Es sollte also mdglich sein, wie in
Abbildung (8.3 (b)) dargestellt, mit Hilfe einer mathematischen Operation aus der Wellenfunk-
tion "Ekm den Wert vorE;, zu erhalten. Dies leisten in der QuantenmechanilOgieratoren.

Mathematischer Einschub: Operatoren

Ein Operator ist die Vorschrift, eine bestimmte mathematische Operation an der
Wellenfunktion™ durchzufiihren. Dabei kann es sich um so einfache Operationen
wie die Multiplikation mit einer Konstanten oder einer Funktion handeln oder um
eine eher komplizierte Operation wie die Differentiation.

Man symbolisiert die Anwendung eines Operatérsuf die Wellenfunktion™
durch die Schreibweisd&™. Das ,Dach* iber deni soll dabei deutlich machen,
dass es sich um einen Operator handelflder Operator ,Multiplikation mit der
Konstantert, so bedeuteR™ die Anweisung ,multiplizieré™ mit der Konstanten
c*:

A~ stehtfur ¢t (8.5)

Wenn € der Operator ,Differentiation nack* ist, heitt &~ ,differenziere die
Wellenfunktion™ nachx*:

C~(x) stehtfir ~'(x) = %: (8.6)

Man kann auch kurz schreiben d
¢=— 8.7
ix (8.7)
und meint damit, das§ angewandt auf eine beliebige Wellenfunktion, die Anwei-
sung zur Differentiation nack bedeutet.

8.5 Der Operator der kinetischen Energie

Mit dem Konzept des Operators ist es moglich, die eingangs gestellte Frage zu bearbeiten: Wie
kann man aus der Wellenfunktion fur auf kinetische Enekjig praparierte Elektronen

il o S T
+ B ¢ cos ﬂwi? (8.8)

~

TE, G =Atsing ———— X j

~

pszkin 2.1
T

den Wert der kinetischen Energie gewinnen? Gesucht ist ein Opé&tatoder nach Anwen-
dung auf die WeIIenfunktior’fEkin den WertE,;, liefert. Wie konnte dies konkret aussehen?

Direktes Auflésen von Gleichung (8.8) nagly, funktioniert nicht und der Operatékin muss
den Wert des Impulses auf andere Weise liefern. Die folgende Uberlegung kann uns weiterhel-
fen: Zunachst halten wir fest, dass die Anwendung eines Operators auf eine Wellenfunktion
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wieder eine Wellenfunktion ergibt. Zum Beispiel ergibt die Anwendung des Opeétm%
auf die Funktion™ (x) = Asin(x) eine neue Funktioi cos(x). Dies ist in Abbildung (8.4)
symbolisiert.

d
dx | — I\\/\/’x

é‘P(x) —> Y

Abbildung 8.4: Veranschaulichung der Wirkung eines Operators am Beispiel der Differentiation

Von welcher Gestalt kdnnte die Wellenfunktion sein, die sich durch Anwenden des Operators
ékin auf AEkin ergibt? Die WeIIenfunktiorT‘Ekin reprasentiert ein Ensemble von Elektronen,
das die Eigenschaft ,kinetische Energlegsitzt Die plausibelste Annahme ist, dass der Ope-
rator ékin diese Wellenfunktion weitgehend unverandert l&sst (Als Analogie denke man an den
Newtonschen Prismenversuch in Kapitel 2 zuriick (Abbildung 2.3): Das mit Prisma und Blen-
de auf die Eigenschaft ,Wellenl&ange* praparierte Licht wurde in einem zweiten Prisma nicht
weiter aufgefachert; es blieb unverandert.). Da die Wellenfunktion (8 8) nur bis auf konstante
Faktoren festgelegt ist, ist dies dann der Fall, wéiyg, ™ Eqin sich von™ Eqin hoéchstens um
einen konstanten Vorfaktor unterscheidet, gdsgportionalzu g, ist:

ékinAEkin » TEn (8.9)

Wir stellen also an den Operator der kinetischen Energie zwei Forderungen (Abbildung 8.5):

t Die Anwendung des Operato&in auf die Wellenfunktion™g, . - soll diese bis auf kon-
stante Faktoren reproduzieren.

t Es soll dabei die Information Giber den Wert der kinetischen Energie geliefert werden.

reproduziert LP Ean

E kin I Ek'” liefert Wert von Egn

Abbildung 8.5: Wirkung des Operatorékin auf die WellenfunktionAEkin.
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Eine mathematische Operation, welche die Sinus- und Kosinusfunktionen in der Wellenfunk-
tion “g,,, reproduziert, ist diAbleitung Die Differentiation vorsin(x) fuhrt zu cos(x), die
nochmalige Ableitung wieder zurtick zusin(x). Analoges gilt flrcos(x).

Nach einmaliger Ableitung vong,, (X;t) ergibt sich:

d - Xt = d .A¢sin pszki” EX j 2"'t.”+ B ¢ cos pszki” (X j 2"'tﬂ’
T
2MEy; 2ME;; 2.t . 2ME; 2.t 7

:—”l Kin At cos —T k'”¢xi—_|_ i Btsin —ni k'"¢xi—_|_ :

Da durch das einmalige Differenzieren die Wellenfunkfias. (x;t) noch nicht bis auf kon-
stante Faktoren reproduziert ist, ist erneutes Ableiten notig:

dz . i 2MEin
dx2 Ein (X 1) = %¢ Exin OG ) (8.10)

Damit ist die erste der beiden Forderungen erfullt. Multiplizieren wir beide Seiten der Glei-
chung (8.10) mitj ~2=(2m), ergibt sich:
2 d2

i %W’\Ekin(x) = Ekin ¢AEkin (X): (811)

Der Operator, der auf der linken Seite dieser Gleichung auf die Wellenfunktion wirkt, erfllt
beide Forderungen, die wir an den Operator der kinetischen Energie gestellt haben.

Der Operator der kinetischen Energiest

2 d2
' omadx’
Wendet man ihn auf eine Wellenfunktion AEkin an, die ein Ensemble von
Quantenobjekten mit bestimmter kinetischer Energie beschreibt, wird die Wel-

lenfunktion reproduziert der Proportionalitatsfaktor gibt den Wert der kineti-
schen Energiewieder:
ékin -

ékin = (8.12)

Ekin = Ekin ¢AEkin (813)

In der letzten Gleichung ist zu beachten, diss auf der linken Seite eiperatorist (d. h.
eine Vorschrift, eine mathematische Operation an einer Wellenfunktion durchzufluBiggn),
auf der rechten Seite dagegen etal, die den Wert der kinetischen Energie angibt, den wir
bei Messungen an den Elektronen dieses Ensembles finden.
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8.6 Eigenwertgleichung

Mit dem Operator der kinetischen Enerdtgi, haben wir ein systematisches Verfahren ge-
funden, den Wert der kinetischen Energie aus einer Wellenfunkigon zu ermitteln. Wenn

das die einzige Aufgabe ware, zu der man den Opefatarbenutzen kénnte, wére der Auf-

wand im Verhaltnis zum Nutzen recht hoch. Aber Operatoren flr physikalische Grol3en haben
in der Quantenmechanik noch andere Aufgaben. Sie erlauben es, auf die Frage zurtickzukom-
men,ob und wann man Quantenobjekten eine bestimmte dynamische Eigenschaft zuschreiben
kann Diese Frage hatte sich bei den Experimenten mit einzelnen Photonen in Kapitel 2 und
den Doppelspaltexperimenten in Kapitel 5 als eines der zentralen Elemente erwiesen, das die
Quantenmechanik von der klassischen Physik unterscheidet. Mit der Benutzung von Operato-
ren, die auf Wellenfunktionen angewendet werden kdnnen, lasst sich dieses Problem nun auch
auf der theoretischen Ebene angehen.

Im letzten Abschnitt wurde der Operator der kinetischen Energie nur auf Wellenfunktionen von
Quantenobjekten angewendet, die die Eigenschaft ,kinetische Energie” wibdgitzer{also

auf kinetische Energie prapariert wurden). Es gibt auch Quantenobjekte, die diese Eigenschaft
nicht besitzenwWas passiert, wenn mdt), auf eine Wellenfunktion (x) anwendet, die solche
Quantenobjekte beschreibt?

Beispiel (Gaul3sche Wellenfunktion)Betrachten wir die Wellenfunktion

X i X0)2
~can () » i T (8.14)

die ein Ensemble von Quantenobjekten beschreibt, das die Eigenschaft kinetische Energie
nicht besitzt. Sie hat die Form einer Gaul3schen Glockenkurve. Nach Gleichung (5.12) gibt
i~ (X)j? ¢ ¢x die Wahrscheinlichkeit dafir an, ein Quantenobjekt am XOrtachzuweisen.

“cau. (X) beschreibt also eine um den O zentrierte Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der
Breite .

Wendet marékin auf diese Wellenfunktion an, ergibt sich

2 A2

~ oang? i~—2 (X i Xo)? _

———e
2m dx2 2m 4 !

(Xixp)?

. 1
Ein"cau. (X) = i = el (8.15)

Dies kann allerdingsicht in der Formékin"Gau,_(x) = Konstante ¢ ~gau. (X) geschrieben
werden!

In den beiden bisher betrachteten Beispielen hat sich gezeigt: Eine Wellenfunktion, die
Quantenobjekten mit der Eigenschaft ,definierte kinetische Energie® entspricht, wird bei An-
wendung des OperatoB, reproduziert. Fiir eine Wellenfunktion, die Quantenobjekte ohne
diese Eigenschaft beschreibt, ist das nicht der Fall. Dies gilt nicht nur fur diese beiden speziel-
len Beispiele, sondern ist eine allgemeine Tatsache:

Wenn E,i, auf eine Wellenfunktior™(x) angewandt wird und das Ergebmizht proportio-

nal zu™ (x) selbst ist, besitzen die durCh(x) beschriebenen Quantenobjekte die Eigenschaft
~wohldefinierte kinetische Energiaficht Misst man an einem Ensemble solcher Quantenob-
jekte die kinetische Energie, erhalt man keinen einheitlichen Messwert, sondern die Messwerte
streuen (vgl. Abschnitt 7.3).
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Wenn dagegeByin ~(x) proportional zu™(x) ist, besitzerdie Quantenobjekte die Eigenschaft
~wohldefinierte kinetische Energie”. Man sagt in diesem Fall, das€Edienwertgleichung

Exin “(X) = Exin ¢ T (X) erfillt ist. Die ZahlEy;,, die den Wert der kinetischen Energie angibt,
nennt man deiigenwert der kinetischen Energie. Bei einer Messung der kinetischen Energie
wird dieser Wert in jedem Fall gefunden. Die Messwerte streuen nicht innerhalb desS@ujch
beschriebenen Ensembles.

Mit dem Operator E.in kann man die Frage beantworten:Besitzen die Quanten-
objekte, die von einer bestimmten Wellenfunktion(x) beschrieben werden, die
Eigenschatft ,kinetische Energie* oder nicht?

. Wenn die Wellenfunktion die Eigenwertgleichung
Ekin ~(X) = Ekin ¢ ~(X) (8.16)

erflllt, besitzen die Quantenobjekte tatsachlich die Eigenschaft ,wohldefinierte
kinetische Energie“. Der Wert der kinetischen Energie, den man den Quanten-
objekten in diesem Fall zuschreiben kann, wird durch den Proportionalitats-

faktor Egin (den Eigenwert der kinetischen Energie) angegeben.

. Istdie Eigenwertgleichungnicht erfllt, besitzen die durch™ (x) beschriebenen
Quantenobjekte die Eigenschaft ,wohldefinierte kinetische Energie‘hicht.

Naturlich gilt dies nicht nur fur die Eigenschaft ,kinetische Energie“, sondern auch fiur alle
anderen dynamischen Eigenschaften (z. B. Impuls). Zu jeder dynamischen EigeAsgkaft
hort ein OperatoA. Man kann entscheiden, ob Quantenobijekte, die durch eine Wellenfunktion
~ beschrieben werden, die Eigenschafbesitzen, indem man die zugehoérige Eigenwertglei-
chungA™ = a,~ betrachtet. Man kann die Eigenwertgleichung anschaulich als eine Art ,Ma-
schine” auffassen (Abbildung 8.6).

W

Eigenschaft A ?
<- wenn ja: ->
ja Ao nein
Anzeige des Eigenwerts

Abbildung 8.6: Eigenwertgleichung als Maschine
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Wenn man eine Wellenfunktion in die Maschine ,futtert®, zeigt sie an, ob Quantenobjekte im
Zustand™ die Eigenschaff\ besitzen oder nicht. Dazu wird getestet, &5 proportional zu™

ist. Lautet die Antwort ,ja“, zeigt die Maschine zuséatzlich den Wert ¥oan (den Eigenwert
ao).

8.7 Operator der Gesamtenergie

Mit der Eigenwertgleichung haben wir eine systematische Methode gefunden, um herauszu-
finden, ob Quantenobjekte eine bestimmte dynamische Eigenschaft besitzen oder nicht. Bisher
konnten wir sie nur fur einen Operator — den der kinetischen Energie — anwenden.

Eine dynamische Eigenschatft, die in der Quantenmechanik eine besonders grof3e Rolle spielt,
ist die Gesamtenergie In der klassischen Physik ist die Gesamtenekgjg die Summe aus
kinetischer Energi€,;, und potentieller Energi¥ . Die Frage ist: Wie sieht der quantenme-
chanische Operator fir die Gesamtenergie aus? Im Fall der kinetischen Energie enthielt der
Operator die Vorschrift zur zweimaligen Differentiation. Gilt fir die potentielle Energie etwas
Ahnliches? Welche Form besitzt der entsprechende Operator?

Um auf die Gesamtenergie zu kommen, reicht es nicht mehr aus, wie bisher freie Elektronen
zu betrachten. Wir mussen Elektronen in einBotential untersuchen. Dazu betrachten wir
einen moglichst einfachen Fall: Elektronen bewegen sich in einem konstanten Potential und
werden auf einer kurzen Strecke beschleunigt. AnschlieRend ist das Potential wieder konstant
(Abbildung 8.7).

U

I
E £V

Praparation kin
Exin
@ V=0 @ V=V0 @

Abbildung 8.7: Auf kinetische Energie praparierte Elektronen durchlaufen nochmals eine Beschleuni-
gungsspannung

Experiment 9.1 (Gedankenexperiment):  Wir betrachten Elektronen, die auf feste kinetische
Energie EI(<I)in prapariert worden sind (indem sie z. B. eine Beschleunigungsspannung durch-
laufen haben, vgl. Abschnitt 8.2). In der Region | in Abbildung (8.7) besitzen sie diese Eigen-
schaft. Der Elektronenstrahl durchlauft nun eine weitereBeschleunigungsspannung U (Region
Il'in Abbildung (8.7)), so dass die Elektronen anschliel3end in Region Il eine andere kinetische
Energie E{:) besitzen.
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V)

11 I

Ve

Abbildung 8.8: Potentialverlauf in den Regionen | —I11.

Der Potentialverlauf ist in Abbildung (8.8) dargestellt. In den Regionen | und Il hat das Poten-
tial einen konstanten Wert, denn es wirkt keine Beschleunigungsspannung. Insgesamt gilt:

t Region I: Das Potential hat den konstanten Wé(ix) = 0. Die Elektronen besitzen die
Eigenschaft ,kinetische Energie®. Ihr Wert 5§},

t Region II: Die Elektronen werden durch die angelegte Spannung beschleunigt.

T Region lll: Das Potential hat den konstanten Werfx) = Vo, mit Vo, < 0. Da die
Beschleunigung durch eine Spannung ein Verfahren zur Praparation der Eigenschatft ,ki-
netische Energie” darstellt, besitzen die auslaufenden Elektronen in Region Il diese Ei-
genschaft. Ihr Wert isE: .

Mit Hilfe dieser Beziehungen kdnnen wir uns die Wellenfunktion von Quantenobjekten in ei-
nem konstanten Potential (also in der Region 1ll) erschlieRen. Wir nutzen dazu aus, dass die
Elektronen sowohl in der Region | als auch in der Region Il die Eigenschaft ,bestimmte ki-
netische Energie” besitzen. Die Wellenfunktion fiir Elektronen mit dieser Eigenschatft ist nach
Gleichung (8.4) bekannt. In Region 11l gilt demnach:

Tp___ L| Tp_ L]
. 2mE>" 2. EL 2...
“W(xt) =Atsin  ———= Kin ¢ x j 2t +Btcos ——KN¢x j 2.t ;

T ~ T am (8'17)

In dieser Gleichung kénnen wir dikinetische EnergidE’ durch dieGesamtenergi@us-
driicken, da wie in der klassischen Physik nach dem Energieerhaltungssatz:

s Rty T Pligy ©16)

Gesamtenergie in der RegioivI(x)=0 Gesamtenergie in der Region IlI

gilt. Fur die kinetische Energie in Region Il ergibt sich somit:
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Setzt man dies in die Wellenfunktior" (x; t) ein, so erhalt man als Ergebnis fur dMellen-
funktion fir ein Ensemble von Elektronen im konstanten PotentialVy:

“p ! P '
2M(Exin i Vo) 2MEyin i Vo) . _ 2.t
~ ¢ X ~ X i ?

(8.20)

. 2.t
“W(x;t) = Atsin e + B ¢ cos

Mit diesem Resultat kdnnen wir zur ndchsten Frage kommen: Was iQuinator der Ge-
samtenergi€® Gesucht ist ein Operator, der bei Anwendung auf die Wellenfunktion (8.20) den
Wert der Gesamtenergie liefert. Er soll die Gleichung

éges = Eges ¢ o (8.21)

erfillen. Um den Operator der kinetischen Energie zu finden, haben wir die Wellenfunktion
zweimal differenziert. Versuchen wir mit"” das Gleiche, ergibt sich:

o2 2
o | P (Eges i Vo) €7 (8.22)

T . o= 2 . .
Multiplikation mit 4 liefert:

2 d2

' 2mdx2

Bringt man nun noch den Terkfy ¢ ~ " auf die linke Seite, hat die Gleichung die gewiinschte
Form:

0 = (Eges j Vo)t ™ (8.23)

2 d2 ?
- @y — @y .
Wir kdnnen an diesem Resultat durch Vergleich mit Gleichung (8.21) den Operator der Ge-
samtenergie ablesen. Es ist der in eckigen Klammern stehende Ausdruck. In unserem Beispiel
handelte es sich um ein rAumlich konstantes PoteMi@) = Vy, = const furx in der Region
[ll. Das Ergebnis gilt aber auch flr allgemeinere Potentiale, wenn\fpairchV (x) ersetzt.

Der Operator der Gesamtenergist

2 2

d
5 V00 (8.25)

éges =

Er setzt sich aus dem Operator der kinetischen Energie und dem Operator der
potentiellen Energie zusammenll—_*ges = Euin + épot. Dabei entspricht der Ope-
rator I‘épot einfach der Multiplikation der Wellenfunktion mit V (X).




94 8. Der Weg zur Schrédinger-Gleichung

8.8 Die Grundgleichung der Quantenmechanik

Zustande, in denen sich die Wahrscheinlichkeitsdigh(&)j? zeitlich nicht verandert, spielen

eine besonders grof3e Rolle in der Quantenmechanik. Beispiele dafir sind der gleichmaRige
Fluss von Elektronen in einem Kathodenstrahl und die Zustande, die Elektronen in Atomen
einnehmen. Man nennt solche Zustande mit einer zeitunabhangigen Antreffwahrscheinlichkeit
stationare Zustande

Quantenobjekte in stationaren Zustéanden tauschen wegen ihrer Zeitunabhangigkeit keine Ener-
gie mit ihrer Umgebung aus. Sie besitzen also einen zeitlich konstanten Wert der Energie
(d. h. sie besitzen di€igenschaft ,bestimmte Gesamtenergig. Der Grund, warum die-

ser Eigenschaft eine so grofl3e Bedeutung in der Quantenmechanik zukommt, ist der folgende:
Um die stationdren Zustadnde von Quantenobjekten zu finden, muss man Zustéande mit der Ei-
genschaft ,Gesamtenergie” suchen.

Wie findet man Zustdnde mit einer bestimmten Gesamtenergie? In Abschnitt 8.6 wurde schon
ein Verfahren gefunden, mit dem man entscheiden kann, ob eine Wellenfunkiip@uanten-
objekte mit einer bestimmten Eigenschaft beschreibt: Man betrachtet die Eigenwertgleichung
fur diese Eigenschaft. Deshalb muss man, um stationare Zustande zu findEmgetieert-
gleichung der Gesamtenergidetrachten:

éges A(X) = Eges ¢ A(X); (8-26)

oder, wenn malégjes ausschreibt:

2 2

~

i o e +V(X) T(X) = Eges ¢ T (X): (8.27)

Die Eigenwertgleichung fir die Gesamtenergie ist eine der wichtigsten Gleichungen in der
Quantenmechanik. Sie heiBthrddinger-Gleichung

Ein Zustand mit zeitunabhangiger Wahrscheinlichkeitsdichtej™ (x)j? heil3t sta-

tionarer Zustand Quantenobjekte in stationaren Zustanden besitzen die Ei-
genschaft ,Gesamtenergie“. Ihre Wellenfunktion — (x) erfullt die Schrddinger-

Gleichung d.h. die Eigenwertgleichung fur die Gesamtenergie

2 2 4

i ;_m@ +V(X) T (X) = Eges t T (X): (8.28)

Um die physikalischen Zustdnde z. B. von Elektronen in Atomen zu ermitteln, muss man Wel-

lenfunktionen auffinden, die die Schrédinger-Gleichung erfillen, wenn das jeweilige Potential

V (x), das die physikalische Situation beschreibt, vorgegeben ist. Daher ist die Schrddinger-
Gleichung die Grundgleichung der Quantenmechanik, vergleichbar mit den Newtonschen
Axiomen der Mechanik.
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8.9 Das Auffinden stationarer Zustande mit Hilfe der
Schrodinger-Gleichung

Bisher haben wir Eigenwertgleichungen als eine ,Maschine* benutzt, um nachzuprifen, ob ei-
ne Wellenfunktion™ (x) die entsprechende Eigenschaft besitzt (vgl. Abbildung 8.6). Statt sich
nun verschiedene Wellenfunktionen auszudenken und eine nach der anderen durchzuprobieren,
kann man versuchen, die Schrodinger-Gleichdimgkt zu I6sen, um diejenigen Wellenfunk-
tionen zu finden, die Ensembles mit der Eigenschaft ,Gesamtenergie“ beschreiben. Dabei geht
man folgendermal3en vor:

1. Analyse der physikalischen Situation
Der erste Schritt besteht darin, das Poteriigk) zu finden, das auf die betrachteten
Quantenobjekte einwirkt. Als Beispiel betrachten wir Wéssserstoffatom Hier bindet
ein lokalisierter Kern genau ein Elektron durch die Coulomb-Kraft an sich. Das Potential,
in dem sich das Elektron befindet, ist also das Coulomb-Potential (Abbildung 8.9):

VN =i—

1 e
2 To?. (8.29)

v(n)

Abbildung 8.9: Coulomb-Potential

2. Einsetzen des Potentials in die Schrodinger-Gleichung
Das Potential wird nun in die Schrddinger-Gleichung eingesetzt. Man erhalt eine Glei-
chung, die” (x) erfullen muss, damit es die Eigenschaft ,Gesamtenergie” besitzt.

3. Losen der Schrédinger-Gleichung
In der Schrédinger-GleichurBges ~(X) = Eges ¢ ~(x) ist nur der OperatoE e vorge-
geben. Die Wellenfunktion (x) und auch der EigenweEg sind zundchst noch un-
bekannt. Sie missen durtldsung der Eigenwertgleichureufgefunden werden (vgl.
Abbildung 8.10).
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Eigenfunktion (gesucht)

NN

E LIJ — Eges i LIJEges

ges Eges
Operator der Eigenwert
Gesamtenergie gesucht
(bekannt)

Abbildung 8.10: Vorgehensweise beim Lésen der Schrodinger-Gleichung

Da der Operator der Gesamtenergie die Anweisung zur Differentiation>acihalt,
handelt es sich bei der Schroédinger-Gleichung um Biffierentialgleichung, d. h. um

eine Gleichung, in der nebéin(x) noch die Ableitunge®(x) (und ggf.~’(x)) vorkom-

men. Das Losen einer solchen Gleichung ist oft nicht einfach. Daher muss man sich oft
auf vereinfachte Modelle beschranken oder zu N&herungsverfahren greifen.

Das Losen der Schrodinger-Gleichung fir den hier betrachteten Fall des Wasserstoffatoms
(d. h. ein Elektron im Coulomb-Potential) ist mit unseren mathematischen Methoden nicht
zu bewaltigen. Wir missen uns daher auf einfachere Systeme beschrénken, zu N&herungsver-
fahren greifen oder numerische Methoden benutzen. Im folgenden Abschnitt wird mit dem
unendlich hohen Potentialtopf ein System betrachtet, fur das wir die Schrodinger-Gleichung
I6sen konnen. Das Wasserstoff-Atom wird in Abschnitt 13 behandelt, wo wir ein Naherungs-

verfahren benutzen.



Kapitel 10

Potentiale

10.1 Elektronen im Potentialtopf

Mit dem Aufstellen der Schrodinger-Gleichung ist man der realistischen Beschreibung von
Quantenobjekten ein groRes Stiick ndhergekommen. Unser Interesse richtet sich hauptsachlich
auf das Verstandnis der Elektronen in Atomen. Diese Elektronen werden durch elektrische An-
ziehungskrafte (beschrieben durch das Potential des Kerns) in der Umgebung des Atomkerns
festgehalten. Quantenobjekte, die durch ein Potential auf einen bestimmten Raumbereich ein-
geschrankt sind, nennt mgebunden

Quantenobjekte zeigen eine Reihe von neuen, verbliffenden Effekten, wenn sie in einen be-
schrankten Raumbereich ,eingesperrt* werden. Dazu geh6@udantisierung der Energie

Um dieses Phanomen zu verstehen, soll zuerst ein einfaches Modell fiir gebundene Elektronen
betrachtet werden. Danach kénnen wir dann zu komplizierteren und realistischeren Systemen
ubergehen.

Als Prototyp fur gebundene Systeme, an dem alle wesentlichen Ziige schon klar erkennbar sind,
betrachten wir Elektronen, die in eindPotentialtopf gebunden sind; so bezeichnet man den
in Abbildung (10.1) gezeigten Potentialverlauf.

V(x)
V> © 4 Voo
Aufenthaltsbereich
der Elektronen
V=0 X
a
V,

Abbildung 10.1: Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden
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Ein Elektron ist in einen Raumbereich der Breateingesperrt, aus dem es nicht entkommen
kann: Die ,Wande" des Potentialtopfs bilden eine undurchdringliche Barriere; das Potential
geht dort gegen Unendlich. Im Innern des Potentialtopfs (d. 0 #irx = a) sollen dagegen

auf die Elektronen keine Krafte einwirken. Das Potential besitzt hier einen konstante¥igWert

Dieses Modellpotential ist nicht nur besonders einfach, sondern es beschreibt auch durchaus
physikalisch realistische Systeme. Zum Beispiel kann man Elektronen in einem Halbleiter-
material mit ,Potentialwanden” aus Isolatormaterial einsperren. Die modernen Techniken der
Halbleiterherstellung erlauben es, Strukturen im Nanometerbereich zu erzeugen. So kann man
Elektronen in allen drei Raumdimensionen einsperren (,Quantenpunkte®) oder sie auf eine
Raumdimension beschranken (,Quantendréhte”). Das Modell des Potentialtopfs (das wir hier
zunéchst in einer einzigen Raumdimension betrachten) beschreibt das ,Einsperren” der Elek-
tronen quantitativ.

Nachdem wir den Potentialverlauf in der betrachteten physikalischen Situation festgelegt ha-
ben, kdnnen wir unsere ersten Erfahrungen beim Lésen der Schrdodinger-Gleichung sammeln.
Im Innern des Potentialtopfs lautet die Gleichung (8.28):

2 d2 ?
Ionme TV ()= Bges t () (10.1)
oder nach Umformung:
d? 2m -
oz )= 1 (Bes i Vo)~ (X (10.2)

Bei Eges undV, handelt es sich um Konstanten. Gesucht ist also eine Funk{®y)) die nach
zweimaligem Differenzieren bis auf Proportionalitéatsfaktoren wieder in sich selbst Gbergeht.
Mit sin(x) und cos(x) kennen wir zwei solcher Funktionen. Wir versuchen es also mit dem
Ansatz

“(X) = Atsin(B x) (10.3)

mit zwei noch offenen KonstanteéhundB. Zweimaliges Differenzieren dieser Funktion ergibt
e xX) = iB(x): (10.4)
Das Einsetzen in Gleichung (10.2) fuhrt auf die folgende BestimmungsgleichuBg fir
- 2m -
iB°¢7(x) = ij(Eges i Vo)t (x): (10.5)
Diese Gleichung ist dann erfullt, wenn gilt:

2m
i B?= ij(Eges i Vo) (10.6)

oder r
2m
B=—(Eges i Vo) (10.7)
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Das Ergebnis dieser Rechnung ist also die Funktion
~p ]
2m(Eges i VO)X

“(X) = Atsin ; (10.8)

die die Differentialgleichung (10.1) erfullt. Eine analoge Rechnung zeigt, dass die Kosinus-
funktion p 1

2M(Eges § Vo)
~(x) = Atcos Eees i 0)x

~

(10.9)

ebenfalls eine Losung ist.

Die Differentialgleichung (10.1) bezieht sich nur auf das Innere des Potentialtopfs. D@t
wirklich eine Losung der Schrédingergleichung darstellt, miussen die Potentialwande-liei
undx = a beriicksichtigt werden. Sie garantieren, dass ein Elektron nicht in den Auf3enraum
eindringen kann. Die Wahrscheinlichkgit(x)j? ¢ ¢V, ein Elektron dort zu finden, ist Null.
Als zusétzliche Bedingung an die Wellenfunktion ist also zu stellen, dass sie im Auf3enraum
des Potentialtopfs und an seinen Wéanden zu Null wird. Insbesondere gilt soRiadibe-
dingung:

“(x=0)=0 sowie “(x=a)=0: (10.10)

Diese Randbedingungen sind die gleichen wie bei einexbei 0 und x = a eingespann-

ten Saite. Im Fall der Saite bildeten sistehende Wellenaus. Nur bestimmte Wellenlangen
sind zuldssig, denn nur sie ,passen” in das Intervall der Landggwas Analoges gilt fur die
Wellenfunktion™ (x). Die Randbedingungen (10.10) stellen eine zusatzliche Forderung an die
Wellenfunktionen (10.8) und (10.9) dar, die noestimmte Energiewertger Elektronen im
Potentialtopf zulassen.

Prifen wir nach, wie die Randbedingungen zu erfillen sind. Die Beding(xg- 0) = 0 wird
von der Sinusfunktion automatisch erfullt, wahrend sie fur die Kosinusfunktion unerfullbar ist.
Letztere scheidet also als L6sung der Schrédinger-Gleichung aus.

Damit die zweite Bedingung, (x = a) = 0, erfullt ist, muss das Argument der Sinusfunktion
ein ganzzahliges Vielfaches vonsein. Es muss gelten:

P
2mM(Eges i V.
m( fes ! 0)a =nt.. (n=1;2;3;::2); (10.11)
oder aufgel6st nack:
~22
Eges = omaz tn°+\Vy (n=1;2;3;::2): (10.12)

Die Energie der Elektronen im Potentialtopf kann nur die durch diese Gleichung zugelassenen
Werte annehmen. Dies ist ein ganz zentrales Ergebnis der Quantenmechanik, welches allge-
meine Gultigkeit besitziGebundene Elektronen kdnnen nur bestimmte Werte der Energie
annehmen.Ilm Fall des Potentialtopfs werden die mdglichen Energiewerte durch die ganze
Zahl n beschrieben, die man a@uantenzahl bezeichnet. Zu jedem Wert vam gehort ein
bestimmter Wert vork.
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Die Energie von Elektronen in einem Potentialtopf der Breitea mit unendlich
hohen Wanden istquantisiert Sie kann nur die Werte

~2 2

E, =
" 2maz2

tn? + Vo (n=1;2;3;::7) (10.13)

annehmen, die durch die Quantenzahh gekennzeichnet werden.

Die Wellenfunktionen fir die Zustadnde mit= 1;2; 3 sind in Abbildung (10.2) oben darge-
stellt. Die Analogie mit den stehenden Wellen bei der eingespannten Saite ist offensichtlich.
Unten in der Abbildung sind die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsdighte)j? aufgetra-

gen.

n=1 n=2 n=3
W) W) v

\J

I9F Io9F

JAVAVAN

[Wer

Abbildung 10.2: Wellenfunktionen (oben) und Wahrscheinlichkeitsdichten (unten) fur die ersten drei
Zustande im Potentialtopf

Als Letztes muss die bisher noch unbestimmte Konstanteder Wellenfunktion (10.8) fest-
gelegt werden. Beriicksichtigt man die Wahrscheinlichkeitsinterpretatiorj Yo9)j2, muss
man die Forderung stellen, dass man bei einer Messung das Elektron mit Sicingeimeiivo
im Potentialtopf finden muss. Integriert man die Wahrscheinlichkeitsdjcrte)j> tiber die
gesamte Breite des Potentialtopfs, muss sich daher die Wahrscheinlichkeit 1 ergeben:

Z a
T dx = 1: (10.14)
0

Die Wellenfunktion wird somit ,normiert".

Auswertung des Integrals:Um das Integral zu berechnen, vereinfachen wir zuerst
das Argument der Wellenfunktion (10.8) mit Hilfe von Gleichung (10.11). Die
Wellenfunktion wird damit

oo -
~(x) =Atsin éx ; (10.15)
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Wir haben also Z ., +

: n. -
A%tsin? —x  dx (10.16)
0 a
zu berechnen. Das Integral kann man selbst berechnen (durch partielle Integrati-
on und Ausnutzen der ldentitéin? x + cos? x = 1) oder in einer Integraltabelle
nachschlagen. Es ergibt sich:

A2

sa

2..nx
a

(10.17)

N|

X i a sin
"4.n x=0

Nach Einsetzen der Integralgrenzen werden alle Terme bis auf einen zu Null und
man erhalt als Ergebnis

1
A?¢ & (10.18)
Die KonstanteA soll so gewéhlt werden, dass dies zu 1 wird. Das ist der Fall, wenn
r_
2
A= 5: (10.19)

Mit diesem Wert firA kénnen wir die vollstandige normierte Wellenfunktion noch einmal
zusammenfassend hinschreiben:

Die stationaren Zustande von Elektronen in einem unendlich hohen Potentialtopf
der Breite a werden durch folgende Wellenfunktionen beschrieben:

r q
“h(X) = — sin M (n=1;2;3;::2): (10.20)
a a







Kapitel 12

Atome

12.1 Was sind Atome?

Schon die Philosophen im klassischen Griechenland stellten sich die Frage, was passiert, wenn
man in Gedanken in immer kleinere Dimensionen der Materie vorst6f3t. Sind alle Stoffe im
Kleinen genauso aufgebaut wie im Grof3en oder sto3t man irgendwann auf fundamentale Bau-
steine der Materie? Uber Jahrtausende hinweg beschiftigte diese Frage die Gelehrten. Den
kleinsten Materiebausteinen wurde auch ein Name gegeben (wenn man auch sonst keine néhe-
re Vorstellung von ihnen hatten): Man nannte Ateme (= Unteilbare).

Erst im Verlauf des 19. Jahrhunderts kam man den Atomen nédher: Die Gesetze der chemi-
schen Bindung konnten verstanden werden, wenn man annahm, dass jedes chemische Element
aus gleichartigen Atomen besteht. Unterschiedliche Atomsorten kénnen sich zu chemischen
Verbindungen zusammenlagern. Weil jedes Atom eine charakteristische Masse besitzt, konn-
te man mit diesem Modell die Gewichtsverhéaltnisse verschiedener chemischer Verbindungen
vorhersagen.

Ein weiterer Hinweis auf die Existenz von Atomen kam aus der kinetischen Gastheorie, wo
man die Gasgesetze aus einem Modell herleiten konnte, in dem Atome durch elastische Stol3e
miteinander wechselwirken. Die moderne Physik hat die Hypothese vom atomaren Aufbau der
Materie auf vielfaltige Weise bestatigt. Heuzutage kann man sogar einzelne Atome in ,Fallen®
einsperren und das von ihnen ausgesendete Licht beobachten.

Die moderne Physik hat auch gezeigt, dass die Atome keine elementaren Bausteine sind. Sie be-
sitzen eine Struktur. Sie bestehen aus einem sehr kleinen, positiv geladenen Atomkern, an den
durch elektrische Anziehung Elektronen gebunden sind. Der Atomkern kann gerade so viele
Elektronen binden wie er positive Kernbausteine (Protonen) besitzt. Dadurch wird die Atom-
sorte (Wasserstoff, Sauerstoff, Eisen. . .) festgelegt, denn die Zahl der Elektronen bestimmt, wie
sich das Atom chemisch verhalt.
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12.2 Linienspektren

Wenn leuchtende Gase Licht aussenden, emittieren sie nicht alle Farben in gleicher Weise.
Die Gasatome emittieren nur ganz bestimmte Lichtwellenl&angen. Man sieht dies, wenn man
das von einem Leuchtgas ausgesandte Licht spektral zerlegt und es mit dem Spektrum von
~-gewohnlichem” Licht vergleicht.

Experiment 10.1: Untersuchen Sie mit einem Taschenspektroskop zuerst das auf einer wei-
Ren Wand reflektierte Tageslicht. Sie sehen eine kontinuierliche Verteilung aller Spektralfarben.
Beobachten Sie anschlieRend das Licht verschiedener Leuchtstoffrohren und einer Quecksil-
berdampflampe. Hier werden sie einzelne Linien bestimmter Farben finden. Man nennt ein
solches Spektrum ein diskretes oder Linienspektrum .

Mit dem folgenden Versuchsaufbau lasst sich das Linienspektrum von Wasserstoff genauer
vermessen:

Abbildung 12.1: Aufbau zur Vermessung des Wasserstoffspektrums

Experiment 10.2: Eine Balmer-Lampe sendet das Licht von atomarem Wasserstoff aus. Die
Lichtquelle wird nach Abbildung (12.1) mit Linse 1 scharf auf einen Spalt abgebildet. Dann
wird durch Verschieben der Linse 2 ein scharfes Spaltbild auf dem Schirm erzeugt. Zwischen
Linse 2 und dem Schirm wird ein Rowland-Gitter mit der Gitterkonstanten g eingefiigt. Die
Spektrallinien des Wasserstoffs werden auf dem Schirm sichtbar (Abbildung 12.2).

Abbildung 12.2: Linienspektrum des Wasserstoffs



12.2. Linienspektren 105

Die Wellenlangen, die zu den einzelnen Spektrallinien gehoren, lassen sich aus den Gesetzen
fir die Beugung am Gitter berechnen. Es gilt= g ¢ 2, wobeiD der Abstand zwischen dem
Maximum nullter und erster Ordnung uihdder Abstand zwischen Gitter und Schirm ist. Mit

f= 9 kann man die Wellenlangen der Wasserstofflinien in Frequenzen umrechnen.

Nicht alle Spektrallinien liegen im sichtbaren Bereich. Mit speziellen Detektoren lassen sich
auch im ultravioletten und infraroten Bereich Linien nachweisen. Man stellt fest, dass man
viele Spektrallinien in Gruppen zusammenfassen kann, dieSeaennennt. Die Linien einer
Serie ricken zum kurzwelligen Ende des Spektrums immer dichter zusammen (in Abbildung
12.2 auf der rechten Seite).

Die Linienspektren wurden bereits in der Mitte des 19. Jahrhunderts entdeckt. Ihre Bedeutung
blieb den damaligen Physikern véllig dunkel. Man konnte sie an einer gro3en Anzahl von Sub-
stanzen vermessen und katalogisieren. Erklaren konnte man sie aber nicht. Immerhin gelang es
Johann Jakob Balmer 1885, eine mathematische Gesetzmalfigkeit in der empirisch gefundenen
Lage der Linien von atomarem Wasserstoff zu finden. Durch geschicktes Kombinieren der Fre-
guenzen fand er eine Formel, die nicht nur die bis dahin bekannten Linien beschrieb, sondern
auch neue vorhersagte:

Die Spektrallinien von atomarem Wasserstoff werden durch die folgende Formel
(Balmer-Formel) beschrieben:

J— 1 - 1 .

T ="fry pecil Bev it (12.1)
Dabei ist fry = 3;2898 ¢ 10'° Hz eine Konstante, die sogenannte Rydberg-
Frequenz. Die Zahlm klassifiziert die verschiedenen Serien des Wasserstoffs:
m = 1: Lyman-Serie im Ultravioletten,

m = 2: die in Abbildung (12.2) abgebildete Balmer-Serie, teilweise im Sichtba-
ren,

m = 3: Paschen-Serie im Infraroten,

m = 4: Brackett-Serie im Infraroten.

N ist eine natdrliche Zahl, (mit n , m + 1), die die Linien innerhalb einer Serie
kennzeichnet.

Die Erklarung des physikalischen Inhalts dieser Formel und der Bedeutung der Linienspektren
uberhaupt ist eine der groRen Aufgaben der Atomphysik. Mit der Physik des 19. Jahrhunderts
konnte sie nicht bewéltigt werden. Das Bemuhen, die Linienspektren der Atome zu verstehen,
stellte einen entscheidenden Antrieb bei der Entwicklung der Quantenmechanik dar.
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12.3 Das Bohrsche Atommodell

Lesen Sie sich das folgende Zitat durch, das einem elektronischen Nachschlagewerk entnom-
men wurde:

ATOM

KERN

ELEKTRON

Ein Atom kiinnen wir uns wie ein
kleines Sonnensystemn vorstellen.
Elektronen keeisen auf Bahnen um den
Kern, Wenn ein Elektron Energie auf-
nimmt, springt es auf eine hdhere
Bahn. Fillt es auf seine urspriingliche
Bahn zuriick, gibt es die Energie in
Form elektromagnetischer Wellen ab.

Stellvertretend fur viele popularwissenschaftliche Texte steht es flr eine weit verbreitete Mo-
dellvorstellung von Atomen: Kleine Teilchen, die Elektronen kreisen auf bestimmten Bahnen
um den Atomkern. Diese Vorstellung hat so sehr Eingang in das allgemeine Denken gefunden,
dass man sie in unzahligen Darstellungen wiederfindet. Sie ist fast schon zu einem allgemeinen
Symbol fir das Atom geworden.

Der Ursprung dieser Vorstellung lasst sich genau angeben: Niels Bohr stellte 1913 ein Atom-
modell auf, das einen wichtigen Zwischenschritt auf dem Weg zum heutigen Verstandnis der
Atome darstellte. In seinem Modell laufen die als punktférmig geladene Teilchen angenomme-
nen Elektronen auf Kreisbahnen um den Kern.

Die den Kern umkreisenden Elektronen erinnern an die Planeten, die um die Sonne laufen.
Statt der Gravitationskraft tbernimmt die Coulomb-Kraft die Rolle der Zentripetalkraft. Doch
abgesehen von dieser relativ konventionellen Vorstellung enthélt das Bohrsche Atommodell
auch schon revolutionare Zige, die mit der klassischen Mechanik auf keinen Fall vereinbar
erscheinen.

Bohr wollte mit seinem Modell die Linienspektren der von den Atomen emittierten Strahlung
erklaren. Dazu machte er folgende Annahme (die auch heute noch Gultigkeit besitzt):

Der Drehimpuls L = m¢v ¢r ist ein Vielfaches von~. Damit ist auch die Energie
in Atomen quantisiert Die Elektronen im Atom kdnnen nur in Zustanden mit
ganz bestimmten Werten ihrer Energie existieren (den sogenanntestationaren
Zustander).
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Einer der stationaren Zustande in Bohrs Modell hat die niedrigste Energie. Er wiGaiedl-
zustand genannt. Im Fall des Wasserstoffs betragt die Energie des GrundzugtadidseV
(bezogen auf den Nullpunkt der Energieskala: dem ionisiert vorliegenden Atom, also den nicht
gebundenen einzelnen Elektronen und Protonen).

Um das Auftreten diskreter Linien im Spektrum erklaren zu kénnen, musste Bohr noch eine
zweite Annahme machen: Die Elektronen senden keine Strahlung aus, solange sie sich in ei-
nem der stationaren Zustande befinden. Licht wird erst bei eldbargangzwischen zwei
verschiedenen stationaren Zustanden emittiert oder absorbiert. Einen solchen Ubergang nann-
te erQuantensprung, um auszudriicken, dass es sich um einen diskontinuierlichen Prozess
handelte. Man kann diese zweite Annahme folgendermaf3en formulieren:

Ein Atom strahlt nur dann ein Photon ab, wenn ein Elektron von einem statio-
naren Zustand mit der Energie E,, in einen anderen Zustand mit einer niedrige-
ren Energie E,, Ubergeht. Fir die Frequenz des abgestrahlten Photons gilt:

h¢f=En i Em: (12.2)

Die Linienspektren kommen also in Bohrs Modell dadurch zustande, dass das Atom nur ganz
bestimmte Energiewerte annehmen kann. Das Licht, das bei den Ubergangen zwischen den
verschiedenen stationéren Zustanden emittiert wird, spiegelt die quantisierte Struktur der Ener-
gieniveaus im Atom wider. Mit den Resultaten, die er Uber die Lage der Energieniveaus beim
Wasserstoff machte, konnte Bohr die Balmer-Formel reproduzieren. Dies war die grof3e Lei-
stung des Bohrschen Modells: Erstmals konnte man ein Linienspektrum mit einem physikali-
schen Modell quantitativ beschreiben (wir werden das Wasserstoff-Spektrum in Kapitel 13 aus
einem echt quantenmechanischen Modell herleiten).

Die Bohrschen Modellannahmen waren vom Standpunkt der klassischen Mechanik aus vollig
unakzeptabel. Was sollte z. B. ein Elektron mit einer bestimmten Energie daran hindern, ein
klein wenig davon abzugeben oder etwas mehr davon aufzunehmen? Auch im Sonnensystem
laufen die Planeten zwar auf ganz bestimmten Bahnen. Aber kein Prinzip der Mechanik wirde
ihnen verbieten, auf einer Bahn mit einer geringflgig anderen Energie zu laufen, wenn sie
z. B. bei einer Kollision Energie verléren.

Bohr selbst war sich Uber diese Schwierigkeit durchaus im Klaren. Er schrieb, dass er ,keinen
Versuch einer mechanischen Begrindung® fur die Quantisierung der Energie gibt, weil dies
»=aussichtslos erscheint®. Im Modell Bohrs bleibt die Quantisierung des Drehimpulses und der
Energie ein Postulat, das nur durch den Erfolg des Modells gerechtfertigt ist.

Bohrs Modell konnte von den zeitgendssischen Physikern nur wegen seiner Erklarungsleistung
im Fall des Wasserstoffspektrums akzeptiert werden. Allen Physikern war jedoch klar, dass
Bohrs Modell nur ein Ubergangsstadium zu einer voll ausgereiften Quantentheorie darstellen
konnte. Zu unverbunden standen klassische und quantenhafte Ziige nebeneinander.
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Hinzu kam, dass der Erklarungserfolg, der fir das Wasserstoffatom geglickt war, sich fur na-
hezu keine andere Atomsorte wiederholen lie3. Das Spektrum der anderen Atome blieb nach
wie vor unerklart. Die Physiker machten sich also auf die Suche nach einer vollstandigeren
Beschreibung der Quantenphanomene. Das Ergebnis der Suche ist uns bereits bekannt: die
Beschreibung von Quantenobjekten durch Wellenfunktion, die Schrédingergleichung und die
Bornsche Wahrscheinlichkeitsinterpretation.

12.4 Abschied vom Bohrschen Atommodell

Wahrend der muhevollen Suche nach der korrekten Quantentheorie mussten einige Zige des
Bohrschen Atommodells aufgegeben werden, wahrend andere (wie die Quantisierung der Ener-
gie) beibehalten werden konnten. Der vielleicht radikalste Umbruch im Bild Uber den Aufbau
der Atome stellte die Erkenntnis dar, dass man den Elektronen in Atomen im Allgemeinen
die Eigenschaft ,Ort* nicht zuschreiben kann. Beim Doppelspaltversuch konnten wir zeigen,
dass man dem Elektron nicht eine bestimmte Bahn von der Quelle zum Schirm zuschreiben
kann — man kann noch nicht einmal sagen, dass es durch einen bestimmten Spalt geht. Ahnlich
muss man die Vorstellung von Bahnen im Atom aufgeben. Ein Elektron im Atom besitzt die
Eigenschaft ,Ort" nicht.

Die Aussage, dass sich die Elektronen im Atamoht auf wohldefinierten Bahnen bewegen
widerspricht unseren an der Alltagsphysik entwickelten Vorstellungen stark. Sie soll deshalb
mit der in Abschnitt 7.5 diskutierteHeisenbergschen Unbestimmtheitsrelatiomuantitativ
untermauert werden.

Nach der Unbestimmtheitsrelation ist es nicht moglich, Quantenobjekte in einen Zustand zu
bringen, in dem das Produkt ads (der Streuung der Ortsmesswerte) ubpl (der Streuung

der Impulsmesswerte) kleiner ist dis4... Betrachten wir ein Ensemble von Wasserstoffato-
men. Nehmen wir an (wie sich gleich zeigen wird: falschlich), dass das Elektron in jedem der
Atome auf irgendeine Weise so prapariert worden ist, dass es entlang einer Bahn lauft. Dann
muss der Ort relativ genau prapariert sein, sagen wir bis auf ein Zehntel des Atomdurchmessers.
Die Impulsstreuung, die dann nicht unterschritten werden kann, ist:

h
: 12.
¢p k4 4,.. ¢X ( 3)

In Abschnitt 7.3 wurdetp als Standardabweichung der statistischen Verteilung von Impuls-
messwerten definiert:

(€p)? = hp?i j hpiZ: (12.4)

Es musdipi = 0 gelten, denn sonst wirde eine mittlere Bewegung der Elektronen relativ zu
den (ruhenden) Atomkernen feststellbar sein. Es gilt g$b= (¢p)? und somit

. hp%i _ (¢p)?,
hEkini = om = om (12.5)
Setzen wir nun die Ungleichung (12.3) fir die Impulsstreuung ein, erhalten wir als Mindestwert
der mittleren kinetischen Energie der Elektronen:

h2
7 32.2m(¢x)?

hEpini (12.6)
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Fur das Wasserstoffatom liegt der experimentell bestimmte Atomdurchmesser bei etwa
1011 m. Wenn wir also in unserer Abschatzuthx = 101! m einsetzen, erhalten wir:

(6;6¢10134)2(Js)?

hEpini
kil > 35 2¢9:1¢10i%kg ¢ 10122m?

= 95eV: (12.7)

Unter den angenommenen Préparationsbedingungen (Ortsmesswerte streuen weniger als ein
Zehntel des Atomdurchmessers) lage die mittlere kinetische Energie der Elektronen also hoher
als 95 eV. Das Ubersteigt die zur lonisierung noétige Energie von 13,6 eV (Grundzustands-
energie, s. 0.) aber um ein Vielfaches. Das Atom wirde sofort ionisiert und damit zerstort.
Préparierte man die Elektronen im Atom also so, dass man von einem einigermaf3en gut defi-
nierten Ort reden kann, hatte der so hergestellte Zustand eine so hohe mittlere Energie, dass die
Elektronen gar nicht mehr an den Atomkern gebunden waren. Die Vorstellung von definierten
Bahnen im Atom muss also aufgegeben werden.

12.5 Quantisierung der Energie im Franck-Hertz-Versuch

Eines der charakteristischsten Merkmale von Atomen is@Quiantisierung der Energie Wie

bereits erwéhnt, ist die Tatsache, dass Elektronen in einem Atom nicht jeden beliebigen Wert
der Energie haben kénnen mit der klassischen Mechanik nicht zu erklaren. Und doch zeigt ein
klassisches Experiment der Atomphysik: Man kann Atomen durch Elektronenstol3 verschie-
dene Energiebetrage ,anbieten”. Sie kdnnen diese aber nur aufnehmen, wenn der angebotene
Energiebetrag genau ,passt".

Experiment 10.3 (Franck-Hertz-Versuch): Eine evakuierte Dreielektrodenrdhre (Abbildung
12.3) enthalt einen Tropfen Quecksilber.

Abbildung 12.3: Franck-Hertz-Versuch

Zur Erzeugung eines bestimmten Quecksilberdampfdrucks (etwa 0,02 bar) wird die Réhre in
einem elektrischen Ofen erhitzt. Die von der Glihkathode ausgehenden Elektronen werden
zwischen der Kathode und dem Gitter durch eine Spannung Ug beschleunigt (Abbildung 12.4
(a)). Die kinetische Energie, die sie unmittelbar vor dem Gitter erreichen, ist

1
imv2 =etUg: (12.8)
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Diese Energie befahigt die Elektronen, gegen eine zwischen Gitter und Anode anliegende
Bremsspannung Ug (etwa 1,5 V) anzulaufen. Die Elektronen, die an der Anode ankommen,
werden mit Hilfe eines Messverstarkers als Anodenstrom I nachgewiesen. Die Stromstéarke
wird mit einem x-y-Schreiber gegen die Beschleunigungsspannung Ug aufgetragen. Man er-
halt die in Abbildung (12.4 (b)) aufgetragene Kurve. Die Maxima der Kurve liegen um jeweils
¢Ug = 4;9 V voneinander entfernt.
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Abbildung 12.4: (a) Verschaltung der Franck-Hertz-Rohre, (b) Versuchsergebnis, (¢) Leuchtschichten
bei einer Neon-Rohre

Steigert man die Beschleunigungsspannung, so wachst nach (12.8) die kinetische Energie der
Elektronen. Es ware daher zu erwarten, dass bei wachsender Beschleunigungsspannung der
Anodenstrom immer weiter ansteigt. Zunéchst passiert das auch. Die Quecksilbergas-Atome
werden zwar von Elektronen ,bombardiert”, konnen aber keine Energie von ihnen aufnehmen.
Ist die Beschleunigungsspannung jedoch so grol3, dass die Elektronen kurz vor dem Gitter eine
kinetische Energie von 4,9 eV erreichen, passiert etwas anderes: Nun sind die Atome bei einem
Zusammenstol3 mit einem Elektron in der Lage, Energie von diesem aufzunehmen. Die Atome
werdenangeregt Die Elektronen, die ihre Energie bei dem Stol3 abgegeben haben, haben nun
nicht mehr gentgend Energie, um die Gegenspannung zwischen Gitter und Anode durchlaufen
zu kénnen. Der Anodenstrom sinkt auf ein Minimum ab (Abbildung 12.4 (b)).

Steigert man die Beschleunigungsspannung weiter, steigt der Anodenstrom zunéchst wieder
an, um bei¢Ug = 9;8 V auf ein zweites Minimum abzusinken. Die Elektronen haben nun
schon nach der Halfte des Weges ein Quecksilberatom angeregt. Nach der Kollision werden
sie erneut beschleunigt und kénnen kurz vor dem GitteregiteQuecksilberatom anregen.
Abbildung (12.4 (c)) gibt ein visuelles Bild der aufeinanderfolgenden Beschleunigungs- und
Anregungsprozesse: Nach jeder Anregung strahlen die Atome die Anregungsenergie in Form
von Licht wieder ab, so dass man Leuchtschichten in Bereichen der Rohre sieht, wo die Atome
angeregt werden. In den Bereichen dazwischen werden die Atome nicht angeregt.

Das Entscheidende bei diesem Versuch ist, dass die Quecksilberatome bei einer Kollision mit
einem Elektron nur eineganz bestimmteBnergiebetrag aufnehmen kdnnen. Durch Variation

der Beschleunigungsspannung kann man die Elektronen dem Atom verschiedene Energiebetra-
ge ,anbieten” lassen. Aber nur, wenn die Energie des Elektrons genau 4,9 eV betragt, kann das
Atom sie auch aufnehmen. Das ist ein starkes Indiz fir die von Bohr postulierte Quantisierung
der Energie im Atom.
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12.6 Dreidimensionaler Potentialtopf und Orbitale

In Bohrs Atommodell musste die Quantisierung der Energie in Atomen postuliert werden. Man
kann daher nicht sagen, dass seine Theorie die Energiequantisierung erklart. Sie wird als un-
erklartes Faktum in das Modell hineingesteckt und fuhrt zu den bekannten Konflikten mit der
klassischen Mechanik.

In unserer kurzen Einfihrung in die theoretische Beschreibung von Quantenobjekten, die im

letzten Kapitel gegeben wurde, ergaben sich jedoch quantisierte Energien auf ganz naturliche
Weise: Bei der Losung der Schrodinger-Gleichung fir den unendlich hohen Potentialtopf er-

hielten wir ohne weitere Annahmen das Ergebnis, dass Elektronen in einem Potentialtopf nur
ganz bestimmte Werte der Energie annehmen kénnen (Gleichung (10.13)). In der Quanten-
mechanik muss die Energiequantisierung also nicht postuliert werden; sie ergibt sich aus der
Theorie.

Bei genauerem Hinsehen lassen sich auch Analogien zwischen einem Elektron in einem Po-
tentialtopf und einem Elektron in einem Wasserstoffatom entdecken. Beide Elektronen sind
~eingesperrt®, d. h. sie sind durch Krafte an einen bestimmten Raumbereich gebunden.

Die beiden Systeme weisen demnach strukturelle Ahnlichkeiten auf. In einer ersten Naherung
konnen wir den unendlich hohen Potentialtopf daher als ,Modell-Atom* betrachten und an
ihm diskutieren, wie sich eingesperrte Elektronen verhalten (eine genauere Behandlung des
Wasserstoff-Atoms wird im folgenden Abschnitt gegeben). In Kapitel 10 des Lehrtextes wurde
der Potentialtopf nur in einer Dimension behandelt. Um Atome im dreidimensionalen Raum
zu modellieren, betrachten wir einen dreidimensionalen Potentialwirfel, bei dem das Potential
im Inneren eines Wiirfels der Kantenlaragden WertV, hat, wahrend es ausserhalb unendlich
groR wird (Abbildung 12.5¥.

z
aulden:
\V—> ®©
innen: y
V=V,
X

Abbildung 12.5: Dreidimensionaler Potentialwirfel

1In diesem Abschnitt werden Funktionen mehrerer Variablen benutzt. Stehen diese mathematischen Kenntnisse
nicht zur Verfligung, kann man zum nachsten Abschnitt (Wasserstoffatom) tibergehen.
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Um die Wellenfunktionen und Energieeigenwerte fur dieses Modell zu bestimmen, bendtigen
wir die Schrodinger-Gleichung in drei Raumdimensionen. Wir erinnern uns, dass die eindimen-
sionale Schrédinger-Gleichung

2 2 ?

+V(X) T(X) = Eges ¢ (X) (12.9)

Lomaxe

lautet (vgl. (8.28)). Statt die Argumente, die zu dieser Gleichung fiihrten, fir drei Raumdimen-
sionen zu wiederholen, versuchen wir, mit einer einfachen Uberlegung die richtige Gleichung
zu erraten. Elektronen in drei Raumdimensionen werden durch eine Wellenfunkowy; z)
beschrieben, die von den drei Koordinatery undz abhangt. Alle drei Koordinaten sollten
gleichberechtigt in die Schrodinger-Gleichung eingehen, denn physikalisch ist keine von ih-
nen vor den anderen ausgezeichnet. Die einfachste Méglichkeit, die Gleichung (12.9) in dieser
Weise zu verallgemeinern, ist

© 2 @2 @2 @Zﬂ ?
+ + +V(XY;2) T(XY:Z) = Eges ¢ T(X;Y;2): (12.10)

'2m @x2  0y2 022
In der Tat ist dies auch nach Aussage der Quantenmechanik die richtige Gleichung.

Bei der Losung der Gleichung kénnen wir von unseren Erfahrungen im eindimensionalen Fall
profitieren. Wir wissen bereits, dass die Funktionen

. -“tnx... )
sin a X (nk =1;2;3;::2) (12.11)
die Randbedingungen fir= 0 undx = a erfillen. Ahnlich erflllen die Funktionen
sin i%y. (ny=1,2;3;::2)
sin T-n;'"z- (n,=1;2;3;::2)

die Randbedingungen bgi= 0 undy = a bzw.z = 0 undz = a.

Das Produkt aller drei Funktionen erfllt also alle Randbedingungen, die durch die unendlich
hohen Wande am Rand des Potentialwirfels gestellt werden. Die Frage ist: Erflllt es auch die
Schrédinger-Gleichung (12.10)? Um dies zu Uberprifen, setzen wir den Ansatz

I T
“nxnyn, (X; Y5 2) = Asin %x ¢ sin %y ¢ sin %z (12.12)

in die Schrodinger-Gleichung (12.10) ein. Nach Ausfiihren der Ableitungen erhalten wir:

* 2 g2 2 p2en -
- Ui y™ z ~ ‘v 7) — ~ v 7).
1 a2 1 a2 1 a2 + Vo NxNynz (X, Yy, Z) - Eges ¢ NxNyNz (X, Y, Z)- (12-13)

'2m

Damit die Gleichung erfullt ist, muss gelten:

“‘2...2 i ¢
Eges = oma? nZ + nf, +n? +V, (Nx;Ny; N, =1;2;3;::00): (12.14)
Damit haben wir die Wellenfunktion und die méglichen Energien fur den dreidimensionalen
Potentialtopf bestimmt. Diskutieren wir nun die Bedeutung der Ergebnisse.
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Der hervorstechendste Unterschied zum eindimensionalen Fall ist, dass die Wellenfunktionen
und die Energieeigenwerte von d@uantenzahlenn,, ny, n, gekennzeichnet werden statt

von einer einzigen. Die drei Quantenzahlen kdnnen unabhangig voneinander alle Werte der na-
turlichen Zahlen annehmen. Es gibt dadurch eine grof3e Anzahl von mdglichen Kombinationen.

Wie beim eindimensionalen Potentialtopf ist die Energie quantisiert.

In Abbildung (12.6) sind die méglichen Energiewerte, die den verschiedenen Quantenzahlen
Ny, Ny, N, entsprechen, aufgetragen. Man nennt ein solches Diagramm ein Termschema. Man
sieht, dass ein einfaches Modell wie der dreidimensionale Potentialtopf schon ein relativ kom-
plexes Schema von Energieniveaus liefert. Jedem Ubergang zwischen zwei Energieniveaus ent-
spricht gemal der Gleichud = E,, § En, eine Linie im Linienspektrum. Einige mogliche
Ubergange sind in Abbildung (12.6) eingetragen.

E

2B.(3,2,2), ...

2B. (1,2,3), ...

2.B.(22.2)
zB. (3.1.1), .

z.B.(1,2,2), (2,1,2), (2,2,1)

z.B.(1,1,2), (2,1,1), (1,2,1)

(1,1,1)

Abbildung 12.6: Termschema des dreidimensionalen Potentialtopfs

Der stationdre Zustand mit der niedrigsten Energie (also der Grundzustand) ist durch die
Quantenzahlkombinatiomy = ny, = n, = 1 gegeben. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
j"111(X; y; 2)j? ist in Abbildung (12.7 (a)) dargestellt. Sie hat im Zentrum des Potentialtopfs
einen Bauch, der einer maximalen Aufenthaltswahrscheinlichkeit entspricht.

Abbildung 12.7: Wahrscheinlichkeitsdichten beim dreidimensionalen Potentialtopf



114 12. Atome

Fur die Quantenzahlkombinationen

Ny = 2; ny=n;,=1
ny =2, Ny =n, =
n, =2, n=ny,=1

ergeben sich die in Abbildung (12.7 (b) — (d)) dargestellten Wahrscheinlichkeitsdichten. Alle
drei Zustande besitzen die gleiche Energie. Auffallig sind die Ebenejijait= 0, fiir die die
Wahrscheinlichkeit, ein Elektron zu finden, Null wird. Man bezeichnet sie als Knotenflachen.

Die Abbildungen geben einen Eindruck von den Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die sich fir
verschiedene Werte der Quantenzahlen einstellen. Sie entsprechen den aus der Chemie be-
kanntenOrbitalen. Damit meint man die Raumbereiche, in denen die Wahrscheinlichkeit, ein
Elektron zu finden, besonders hoch ist (z. B. die Regionen, in denen man das Elektron mit
neunzigprozentiger Wahrscheinlichkeit findet).



Kapitel 13

Das Wasserstoff-Atom

13.1 Energiewerte des Wasserstoff-Atoms durch
Kastenpotential-Naherung

Das grobe Atommodell des im Potentialtopf ,eingesperrten* Atoms vermag in qualitativer Wei-
se das Auftreten von Linienspektren zu erklaren. Mit diesem einfachen Modell kann die exakte
Form des Spektrums (die genaue Lage der Linien) noch nicht erklart werden. Wir wollen daher
im folgenden Abschnitt ein weniger grobes Modell diskutieren, das ein quantitatives Verstand-
nis des Wasserstoff-Spektrums ermdglicht.

Das Wasserstoff-Atom ist das einfachste aller Atome. Es enthalt nur ein Elektron und ein Pro-
ton, die sich wegen ihrer unterschiedlichen Ladung anziehen (Coulomb-Wechselwirkung). Das
Proton ist fast zweitausendmal schwerer als das Elektron, und es zeigt sich im Experiment,
dass es auf einen sehr kleinen Raumbereich konzentriert ist. Fir unser Modell des Wasserstoff-
Atoms kdnnen wir also annehmen, dass sich das Elektron im Coulomb-Potential

e2

Ftor (13.2)

V() =i

des Kerns aufhalt (Abbildung 13.1).

Abbildung 13.1: Coulomb-Potential
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Man kann die Energieniveaus des Elektrons durch Losung der Schrédinger-Gleichung in die-
sem Potential ermitteln.

Es stellt sich heraus, dass die Losung dieses Problems unsere mathematischen Mittel bei wei-
tem Uberschreitet. Ein Ausweg besteht darin, das Coulomb-Potential durch ein Potential an-

zunahern, das sich einfacher behandeln lasst. Auf diese Weise sind wir schon im letzten Ab-

schnitt bei unserer ersten Naherung des im Potentialtopf eingesperrten Elektrons vorgegangen.
Nur hatte sich da gezeigt, dass die Naherung offensichtlich zu grob war, um die beobachteten

Spektren zu erklaren.

In diesem Abschnitt werden wir ein besseres Modell des Wasserstoff-Atoms kennenlernen. Die
Vorgehensweise dabei ist die folgende: Wir betrachten ein Modell-Potential, das dem Coulomb-
Potential moéglichst ahnlich ist, flr das wir aber die Schrédinger-Gleichung exakt 16sen kon-
nen. Es wird sich zeigen, dass mit dem gewdahlten Modell-Potential das Linienspektrum des
Wasserstoff-Atoms qualitativ richtig wiedergegeben wird. Alle Naherungen, die wahrend der
Rechnung gemacht werden muissen, betreffen nur die Form des Potentials und konnen deshalb
noch auf der Ebene der klassischen Physik diskutiert werden. Die anschlieRende quantenme-
chanische Rechnung kommt dann ohne N&herungen aus.

Wie bei unserem groben Modell des eingesperrten Elektrons wéahlen wir einen dreidimensio-
nalen kastenformigen Potentialtopf mit unendlich hohen Potentialwanden. Anders als vorher
passen wir den Potentialtopf dem Coulomb-Potential aber nun besser an: Wir variieren die
Breite 2R und die Energiedifferen¥, zwischen dem ,Boden“ des Potentialtopfs und dem
Energienullpunkt (Abbildung 13.2).

Abbildung 13.2: Coulomb-Potential und Modellpotential

Diese Parameter werden so gewahlt, dass der Potentialtopf moglichst gut auf das Coulomb-
Potential ,passt”.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, méglichst ,gute” Werte fir die ParamReterd Vo, zu
finden. Wie bereits erwahnt, ist dazu keine Quantenphysik notig. Wir kdnnen die Naherung am
Beispiel einer klassischen Ladung ermitteln.
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(a) Ermitteln der Potentialtopf-Breite R

In der klassischen Physik kann sich eine in einem Coulomb-Potential gebundene Ladung (Ener-
gie Eges < 0) nicht beliebig weit nach auf3en bewegen. Wie im Gravitationsfeld (z. B. beim
senkrechten Wurf) gibt es in einem gewissen AbstBneinen Umkehrpunkt. Er ist dadurch
gekennzeichnet, dass die kinetische Energie Null ist; die Gesamtefigggiist dann gleich

der potentiellen Energie (Abbildung 13.3):

e2
Eges = i —4...T0R; (13.2)
oder, nactR aufgeldst:
e2
R=j-——: 13.3
' 4---T0Eges ( )

Die Lage des Umkehrpunkts hangt also von der EndEgigab.

E
-R +R r

o~

E=E

ges

Abbildung 13.3: Lage der Umkehrpunkte

Damit hat man eine klassische Abschatzung fur den Bereich gewonnen, innerhalb dessen sich
das Elektron aufhalt. In unserem Modell wird das Coulomb-Potential durch einen Potentialtopf
der Breite2R ersetzt. Das bedeutet: Innerhalb dieses Bereichs wird das Potential in allen drei
Dimensionen als konstant angenommen, der Aussenbereich ist fir das Elektron unzuganglich
(unendlich hohe Potentialwande).

(b) Ermitteln der Potentialtopf-Tiefe V,
Innerhalb des Potentialtopfs hat das Potential einen konstanten/yV&vir missen nun eine
geeignete Abschatzung fi¥, finden. Es liegt nahey, so zu wahlen, dass es die ,mittlere
Tiefe" des Coulomb-Potentials darstellt. Hier ergibt sich zunachst eine Schwierigkeit, weil das
Coulomb-Potential am Nullpunkt divergiert. Wie soll man in diesem Fall eine ,mittlere Tiefe*
bestimmen? Es handelt sich jedoch nicht um eine echte Divergenz, denn durch die endliche
Ausdehnung des Kerns wird das Potential am Rand des Kerns ,abgeschnitten® und nimmt
einen endlichen Wert ah.

'Hier tauscht auch die zweidimensionale Darstellung. In Wirklichkeit handelt es sich um ein cHeidimensionaIes

Problem. Man berechnet den Mittelwert des Potentials innerhalb einer Kugel mit FRidWis= ﬁ ORV (r)¢
4..r%dr (Vk = Kugelvolumen). Das ergibt den endlichen Wegt= 3=2Eges.
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Aus der Abbildung (13.3) kann man ersehen, dass der WerVyaregativ und betragsmafig
groRer alsEges sein muss. Wir erhalten eine Abschéatzung, indem wir festlegen,\aden

Wert des Coulomb-Potentials an der StélR hat (Abbildung 13.4).

E
R -UR %R R r

E=E

ges

Vo |

N

Festlegung der Tiefe
des Potentialtops V,

Abbildung 13.4: Festlegen voiWy

Es gilt demnach (Einsetzen der Formel Riy.

e2
4---T0Eges

Vo =V r= 1R =V r=ij L ﬂ'
0 — - 2 - — 1 2
Benutzen wir den Ausdruck (13.1) fir das Coulomb-Potential, ergibt sich

e2 4---TOEges
Vo= —F (20 ———
0 4.1 e2

und das Endergebnis fifp lautet:

Vo =20Eges = i2¢]Eges):

(13.4)

(13.5)

(13.6)

Damit ist die Tiefe des Potentialtopfs gegeniiber dem Nullpunkt der Energie festgelegt und
alle Parameter unseres Modell-Potentials bestimmt. Wir kbnnen nun zur quantenmechanischen

Berechnung der Energiewerte tibergehen.

(c) Bestimmen der Energiewerte

Wir fassen unser Modell noch einmal zusammen: Zur Modellierung des Coulomb-Potentials
flr eine Ladung der Energigys verwenden wir einen dreidimensionalen kastenformigen Po-
tentialtopf mit unendlich hohen Potentialwénden, dessen Boden sith beR ¢ Eqes befindet

und dessen Kantenlénge
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eZ

= - 13.7
4---TOJEgesJ ( )

ist. Die Energieniveaus eines Elektrons im dreidimensionalen Potentialtopf haben wir bereits
vorher berechnet (Gleichung (12.14) it 2R):

Bz teapentiy, 13.8
ges—m ng +ng+n; + Vo (13.8)

Zur Vereinfachung beschranken wir uns auf Zustande, fungdie= ny, = n, - n, d. h. die
keine Richtung bevorzugen. Die Energieniveaus werden dann:

2 2

~

— 2 .

Nun setzen wir die ParametRrundV, ein:

~2 t
Eges = * 3n2¢ 10 s

2m TEEEEE S

Bringt man den letzten Term auf der rechten Seite nach links, ergibt sich

2(4 TO) ¢ 2E2 .
me*

i Eges - §¢ 2 ges’

und nach Kirzen vokgs erhalten wir das Ergebnis fur die Energieniveaus im Wasserstoffa-
tom:

16 me* 1
Eges =i :

13¢.2 2~2(4..10)? ¢ﬁ (13.9)

Wie unser erstes grobes Modell sagt dieses verfeinerte Modell die Quantisierung der Ener-
gie im Wasserstoffatom voraus. Die Quantenzatdurchlauft alle positiven ganzen Zahlen

(n =1;2;3;:::). Zu jedem Wert vom gehort ein Wert der Energie und damit ein Zustand,
den das Elektron einnehmen kann.

Die Abhangigkeit der Energiewerte von der Quantenpalst:
- 1 .
Eges » i n2 (13.10)
Fir alle Zustande gilEqs < 0, d. h. sie sind gebunden. Je groewird, um so hoher ist die

Energie. Fur grof3a ricken die Energiewerte immer dichter zusammen und ndhern sich dem
WertEgs = 0 (Abbildung 13.5).
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E L
.
n=4 -0.85 eV
n=3 1,5 eV
n=2 3,4 eV
1
n=1 -13,6 eV

Abbildung 13.5: Termschema des Wasserstoffatoms

Diese Eigenschaften unseres Modells werden von der exakten quantenmechanischen Rechnung
bestatigt.

Die Energiewerte, die sich mit der exakten Form des Potentials ergeben, unterscheiden sich
vom Ergebnis unserer Modellrechnung um einen konstanten Fﬁf&tor. 0; 54. Das korrekte
Ergebnis fir die Energieniveaus des Wasserstoffatoms ist:

Im Wasserstoff-Atom kann das Elektron die folgenden Werte der Gesamtenergie
annehmen:

me? 1

Eges= i 07750 —
9 ™ 0 22(4..19)2 n2

(n=1;2;3;:::): (13.11)

Der Zustand min = 1, also der niedrigsten Energie, ist derundzustand des Wasserstoff-
Atoms. Er liegt beEgs = j13;6 eV.

Schliel3lich kdnnen wir die berechneten Energiewerte noch mit dem beobachteten Spektrum
des Wasserstoffatoms verknupfen (Balmer-Spektrum, Abbildung 12.2). Licht wird emittiert,
wenn das Atom einen Ubergang zwischen zwei Zustanden (z. Bnvenn; nachn = n,)

macht. Nach Gleichung (12.2) ist die Photoneneneingief dabei gleich der Differenz der
beiden Energiewerte. Daraus erhalten wir:

4 11
me P (13.12)

htf=j-——-7St =
'22(4.102" n2 ' nZ
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Das entspricht genau der Balmer-Formel (12.1). Den Wert der Rydberg-Frequenz kdnnen wir
durch Vergleich der beiden Formeln bestimmen:

fo= M 30808110 Hz; (13.13)
V@R ’ |

in Ubereinstimmung mit dem Experiment. Dieses Zuriickfihren des empirisch ermittelten Wer-

tesfr, auf eine Kombination von Naturkonstanten ist eine der grof3en Leistungen des quanten-

mechanischen Atommodells.



