
Kapitel 9

Atome

9.1 Wassind Atome?

Schondie Philosophenim klassischenGriechenlandstelltensichdie Frage,waspassiert,wennmanin
Gedankenin immer kleinereDimensionender Materievorstößt.Sind alle Stoffe im kleinengenauso
aufgebautwie im großenoderstößtman irgendwannauf fundamentaleBausteineder Materie?Über
Jahrtausendehinweg bechäftigtedieseFragedie Gelehrten.Den kleinstenMateriebausteinenwurde
auchein Namegegeben(wennmanauchsonstkeinenähereVorstellungvon ihnenhatten):Mannannte
sieAtome.

Erstim Verlaufdes19.JahrhundertskammandenAtomennäher:Die GesetzederchemischenBindung
konntenverstandenwerden,wennmanannahm,dassjedeschemischeElementausgleichartigenAto-
menbesteht.UnterschiedlicheAtomsortenkönnensichzuchemischenVerbindungenzusammenlagern.
Weil jedesAtom einecharakteristischeMassebesitzt,konntemanmit diesemModell die Gewichtsver-
hältnisseverschiedenerchemischerVerbindungenvorhersagen.

Ein weitererHinweis auf die Existenzvon Atomenkam ausder kinetischenGastheorie,wo mandie
GasgesetzeauseinemModell herleitenkonnte,in demAtomedurchelastischeStößemiteinanderwech-
selwirken.Die modernePhysikhat die Hypothesevom atomarenAufbau der Materie auf vielfältige
Weisebestätigt.HeuzutagekannmansogareinzelneAtomein „Fallen“ einsperrenund dasvon ihnen
ausgesendeteLicht beobachten.

Die modernePhysikhatauchgezeigt,dassdieAtomekeineelementarenBausteinesind.Siebesitzenei-
neStruktur. Siebestehenauseinemsehrkleinen,positiv geladenenAtomkern,andendurchelektrische
AnziehungElektronengebundensind.DerAtomkernkanngeradesovieleElektronenbindenwie erpo-
sitiveKernbausteine(Protonen)besitzt.Dadurchwird dieAtomsorte(Wasserstoff, Sauerstoff, Eisen.. . )
festgelegt, denndie Zahl derElektronenbestimmt,wie sichdasAtom chemischverhält.

9.2 Linienspektren

WennleuchtendeGaseLicht aussenden,emittierensienichtalleFarbenin gleicherWeise.Die Gasatome
emittierennur ganzbestimmteLichtwellenlängen.Man siehtdies,wennmandasvon einemLeuchtgas
ausgesandteLicht spektralzerlegt undesmit demSpektrumvon „gewöhnlichem“Licht vergleicht.

Experiment 10.1: Untersuchen Sie mit einem Taschenspektroskop zuerst das auf einer wei-
ßen Wand reflektierte Tageslicht. Sie sehen eine kontinuierliche Verteilung aller Spektralfarben.
Beobachten Sie anschließend das Licht verschiedener Leuchtstoffröhren und einer Quecksil-
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Abbildung9.1:Aufbauzur VermessungdesWasserstoffspektrums

ã
Abbildung9.2:LinienspektrumdesWasserstoffs

berdampflampe. Hier werden sie einzelne Linien bestimmter Farben finden. Man nennt ein
solches Spektrum ein diskretes oder Linienspektrum .

Mit demfolgendenVersuchsaufbaulässtsichdasLinienspektrumvon Wasserstoff genauervermessen:

Experiment 10.2: Eine Balmer-Lampe sendet das Licht von atomarem Wasserstoff aus. Die
Lichtquelle wird nach Abb. 9.1 mit Linse 1 scharf auf einen Spalt abgebildet. Dann wird durch
Verschieben der Linse 2 ein scharfes Spaltbild auf dem Schirm erzeugt. Zwischen Linse 2 und
dem Schirm wird ein Rowland-Gitter mit der Gitterkonstanten ä eingefügt. Die Spektrallinien
des Wasserstoffs werden auf dem Schirm sichtbar (Abb. 9.2).

Die Wellenlängen,die zu deneinzelnenSpektralliniengehören,lassensich ausdenGesetzenfür die
Beugungam Gitter berechnen.Es gilt å¡8æä Quç3èué , wobei

ç
der AbstandzwischendemMaximum

nullter understerOrdnungund
é

derAbstandzwischenGitter undSchirmist. Mit êë8;ì è å kannman
die WellenlängenderWasserstofflinien in Frequenzenumrechnen.

Nicht alle Spektrallinienliegenim sichtbarenBereich.Mit speziellenDetektorenlassensich auchim
ultraviolettenundinfrarotenBereichLinien nachweisen.Manstellt fest,dassmanvieleSpektrallinienin
Gruppenzusammenfassenkann,diemanSeriennennt.Die Linien einerSerierückenzumkurzwelligen
EndedesSpektrumsimmerdichterzusammen(in Abb. 9.2auf derrechtenSeite).

Die Linienspektrenwurdenbereitsin derMitte des19.Jahrhundertsentdeckt.IhreBedeutungbliebden
damaligenPhysikernvöllig dunkel.Man konntesieaneinergroßenAnzahlvon Substanzenvermessen
undkatalogisieren.Erklärenkonntemansieabernicht. ImmerhingelangesJohannJakobBalmer1885,
einemathematischeGesetzmäßigkeitin derempirischgefundenenLagederLinien vonatomaremWas-
serstoff zu finden.Durch geschicktesKombinierender Frequenzenfand er eineFormel, die nicht nur
die bisdahinbekanntenLinien beschrieb,sondernauchneuevorhersagte:
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Die Spektrallinien von atomarem Wasserstoff werden durch die folgende Formel
(Balmer-Formel) beschrieben: í ¸ íbî9ï Ñ ÉÀ ¼Kð ÉÂ ¼ Ò Ç (9.1)

Dabei ist

í î9ï ¸�Ì�Ê ¿4ñ4ò1ñ Á ÉbóÕô�õ Hz eineKonstante,die sogenannteRydberg-Frequenz.
Die Zahl

À
klassifiziert die verschiedenenSeriendesWasserstoffs:À ¸âÉ

: Lyman-Serieim Ultra violetten,À ¸ ¿
: die in Abb. 9.2abgebildeteBalmer-Serie,teilweiseim Sichtbaren,À ¸öÌ
: Paschen-Serieim Infrar oten,À ¸âÉ
: Brackett-Serie im Infrar oten.Â ist einenatürliche Zahl, (mit Âø÷ À Ã É

), die die Linien innerhalb einer Seriekenn-
zeichnet.

Die ErklärungdesphysikalischenInhaltsdieserFormel und der Bedeutungder Linienspektrenüber-
hauptist eineder großenAufgabender Atomphysik.Mit der Physikdes19. Jahrhundertskonntesie
nicht bewältigt werden.DasBemühen,die Linienspektrender Atome zu verstehen,stellteeinenent-
scheidendenAntriebbei derEntwicklungderQuantenmechanikdar.

9.3 DasBohrscheAtommodell

LesenSiesichdasfolgendeZitat durch,daseinemelektronischenNachschlagewerkentnommenwurde:

ù ú
Stellvertretendfür vielepopulärwissenschaftlicheTexte stehtesfür eineweit verbreiteteModellvorstel-
lung von Atomen:Kleine Teilchen,die Elektronenkreisenauf bestimmtenBahnenum denAtomkern.
DieseVorstellunghatsosehrEingangin dasallgemeineDenkengefunden,dassmansie in unzähligen
Darstellungenwiederfindet.Sieist fastschonzueinemallgemeinenSymbolfür dasAtom geworden.

DerUrsprungdieserVorstellunglässtsichgenauangeben:NielsBohrstellte1913ein Atommodellauf,
daseinenwichtigenZwischenschrittauf demWeg zum heutigenVerständnisder Atome darstellte.In
seinemModell laufendiealspunktförmigegeladeneTeilchenangenommenenElektronenaufKreisbah-
nenumdenKern.

Die denKern umkreisendenElektronenerinnernan die Planeten,die um die Sonnelaufen.Stattder
Gravitationskraftübernimmtdie Coulomb-Kraftdie Rolle der Zentripetalkraft.Doch abgesehenvon
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dieserrelativ konventionellenVorstellungenthältdasBohrscheAtommodelll auchschonrevolutionäre
Züge,die mit derklassischenMechanikaufkeinenFall vereinbarerscheinen.

Bohr wollte mit seinemModell die Linienspektrendervon denAtomenemittiertenStrahlungerklären.
Dazumachteer folgendeAnnahme(dieauchheutenochGültigkeitbesitzt):

Die Energie in Atomen ist quantisiert. Die Elektronen im Atom können nur in Zustän-
den mit ganz bestimmtenWerten ihr er Energie existieren (den sogenanntenstationären
Zuständen).

EinerderstationärenZuständein BohrsModell hatdie niedrigsteEnergie.Er wird derGrundzustand
genannt.Im Fall desWasserstoffs beträgtdie Energie desGrundzustands: < ²���û eV (bezogenauf den
Nullpunkt der Energieskala:dem ionisiert vorliegendenAtom, also den nicht gebundeneneinzelnen
ElektronenundProtonen).

Um dasAuftreten diskreterLinien im Spektrumerklärenzu können,mussteBohr noch eine zweite
Annahmemachen:Die Elektronensendenkeine Strahlungaus,solangesie sich in einemder statio-
närenZuständebefinden.Licht wird erstbei einemÜbergangzwischenzweiverschiedenenstationären
Zuständenemittiert oder absorbiert.Einen solchenÜbergangnannteer Quantensprung, um auszu-
drücken,dassessichum einendiskontinuierlichenProzesshandelte.Man kanndiesezweiteAnnahme
folgendermaßenformulieren:

Ein Atom strahlt nur dann ein Photon ab, wenn ein Elektron von einemstationären Zu-
stand mit der Energie

¶%·
in einen anderen Zustand mit einer niedrigeren Energie

¶)ü
übergeht.Für die FrequenzdesabgestrahltenPhotonsgilt:» Á

í ¸â¶)· ð ¶%ü Ç (9.2)

Die Linienspektrenkommenalsoin BohrsModell dadurchzustande,dassdasAtom nurganzbestimmte
Energiewerteannehmenkann.DasLicht, dasbei denÜbergängenzwischendenverschiedenenstatio-
närenZuständenemittiert wird, spiegelt die quantisierteStrukturder Energieniveausim Atom wider.
Mit denAnnahmen,die er überdie Lageder Energieniveausbeim Wasserstoff machte,konnteBohr
die Balmer-Formelreproduzieren.DieswardiegroßeLeistungdesBohrschenModells:Erstmalskonn-
te manein Linienspektrummit einemphysikalischenModell quantitativ beschreiben(wir werdendas
Wasserstoff-Spektrumin Kapitel9.7auseinemechtquantenmechanischenModell herleiten).

Die BohrschenModellannahmenwarenvomStandpunktderklassischenMechanikausvöllig unakzep-
tabel.Wassolltez. B. ein Elektronmit einerbestimmtenEnergie daranhindern,ein klein wenigdavon
abzugebenoderetwasmehrdavon aufzunehmen?Auch im Sonnensystemlaufendie Planetenzwarauf
ganzbestimmtenBahnen.Aber kein Prinzip derMechanikwürdeihnenverbieten,auf einerBahnmit
einergeringfügiganderenEnergie zu laufen,wennsiez. B. bei einerKollision Energie verlören.

Bohr selbstwar sichüberdieseSchwierigkeitdurchausim klaren.Er schrieb,dasser „keinenVersuch
einer mechanischenBegründung“für die Quantisierungder Energie gibt, weil dies „aussichtsloser-
scheint“.Im Modell Bohrsbleibt die QuantisierungderEnergie ein Postulat,dasnur durchdenErfolg
desModellsgerechtfertigtist.

81



BohrsModell konntevon denzeitgenössischenPhysikernnur wegenseinerErklärungsleitungim Fall
desWasserstoffspektrumsakzeptiertwerden.Allen Physikernwar jedochklar, dassBohrsModell nur
ein Übergangsstadiumzu einer voll ausgereiftenQuantentheoriedarstellenkonnte.Zu unverbunden
standenklassischeundquantenhafteZügenebeneinander.

Hinzu kam,dassderErklärungserfolg,derfür dasWasserstoffatomgeglückt,sichfür nahezukeinean-
dereAtomsortewiederholenließ. DasSpektrumderanderenAtomeblieb nachwie vor unerklärt.Die
Physikermachtensichalsoauf die SuchenacheinervollständigerenBeschreibungderQuantenphäno-
mene.DasErgebnisder Sucheist unsbereitsbekannt:die Beschreibung von Quantenobjektendurch
Wellenfunktion,die Schrödingergleichungunddie BornscheWahrscheinlichkeitsinterpretation.

9.4 Abschiedvom BohrschenAtommodell

WährenddermühevollenSuchenachderkorrektenQuantentheoriemussteneinigeZügedesBohrschen
Atommodellsaufgegebenwerden,währendandere(wie dieQuantisierungderEnergie)beibehaltenwer-
denkonnten.DervielleichtradikalsteUmbruchim Bild überdenAufbauderAtomestelltedieErkennt-
nis dar, dassmandenElektronenim Atomenim allgemeinendie Eigenschaft„Ort“ nicht zuschreiben
kann.BeimDoppelspaltversuchkonntenwir zeigen,dassmandemElektronnichteinebestimmteBahn
von derQuellezumSchirmzuschreibenkann– mankannnochnicht einmalsagen,dassesdurcheinen
bestimmtenSpaltgeht.Ähnlich mussmandieVorstellungvonBahnenim Atom aufgeben.Ein Elektron
im Atom besitztdie Eigenschaft„Ort“ nicht.

Die Aussage,dassdie Elektronenim Atom nicht auf wohldefiniertenBahnenumlaufenwiderspricht
unserenanderAlltagsphysikentwickeltenVorstellungenstark.Siesoll deshalbmit derin Abschnitt7.5
diskutiertenHeisenbergschenUnbestimmtheitsrelation quantitativ untermauertwerden.

NachderUnbestimmtheitsrelationist esnicht möglich,Quantenobjektein einenZustandzubringen,in
demdasProduktausýR. (derStreuungderOrtsmesswerte)und ý þ (derStreuungderImpulsmesswerte)
kleiner ist als

� è =*>
. Betrachtenwir ein Ensemblevon Wasserstoffatomen.Nehmenwir an (wie sich

gleichzeigenwird: fälschlich),dassdasElektronin jedemderAtomeauf irgendeineWeisesopräpariert
wordenist, dassesentlangeinerBahnläuft. DannmussderOrt relativ genaupräpariertsein,sagenwir
bis auf ein ZehnteldesAtomdurchmessers.Die Impulsstreuung,die dannnicht unterschrittenwerden
kann,ist: ý þKÿ �=�> ýR. � (9.3)

In Abschnitt7.3wurde ý%þ alsStandardabweichungderstatistischenVerteilungvonImpulsmesswerten
definiert: -/ý þ10 C 8��wþ C � :��sþ � C � (9.4)

Esmuss�sþ � 8�� gelten,dennsonstwürdeeinemittlereBewegungderElektronenrelativ zuden(ruhen-
den)Atomkernenfeststellbarsein.Esgilt also �sþ C � 8�-/ý þ40 C undsomit� EGL�NPO � 8 �sþ C ��u� 8 -�ý þ40 C�u� (9.5)

Setzenwir nun die Ungleichung(9.3) für die Impulsstreuungein, erhaltenwir als Mindestwertder
mittlerenkinetischenEnergie derElektronen:� EGL�NPO � ÿ � C² �'> C � -�ýR.40 C � (9.6)
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Abbildung9.3:Franck-Hertz-Versuch

Für dasWasserstoffatomliegt derexperimentellbestimmteAtomdurchmesserbei etwa < ����� @ m. Wenn
wir alsoin unsererAbschätzungýR.38 < � ����� m einsetzen,erhaltenwir:� EML�NPO � ÿ -/û���û Q < �	�	
�� 0 C -� � 0 C² �u> C Q�� � < Q < � ��
������ Q < � � C�C��°C 8 ������� � (9.7)

Unter denangenommenenPräparationsbedingungen(Ortsmesswertestreuenwenigerals ein Zehntel
desAtomdurchmessers)lägedie mittlere kinetischeEnergie derElektronenalsohöherals 95 eV. Das
übersteigtdie zur IonisierungnötigeEnergie von 13,6eV (Grundzuzstandsenergie, s. o.) aberum ein
Vielfaches.Das Atom würde sofort ionisiert und damit zerstört.Präparierteman die Elektronenim
Atom alsoso,dassmanvoneinemeinigermaßengutdefiniertenOrt redenkann,hättedersohergestellte
ZustandeinesohohemittlereEnergie, dassdie Elektronengarnicht mehrandenAtomkerngebunden
wären.Die Vorstellungvon definiertenBahnenim Atom mussalsoaufgegebenwerden.

9.5 Quantisierung der Energie im Franck-Hertz-Versuch

EinesdercharakteristischstenMerkmalevon Atomenist die Quantisierung der Energie. Wie bereits
erwähnt,ist dieTatsache,dassElektronenin einemAtom nicht jedenbeliebigenWertderEnergiehaben
könnenmit der klassischenMechaniknicht zu erklären.Und doch zeigt ein klassischesExperiment
derAtomphysik:Man kannAtomendurchElektronenstoßverschiedeneEnergiebeträge„anbieten“.Sie
könnendieseabernuraufnehmen,wennderangeboteneEnergiebetraggenau„passt“.

Experiment 10.1 (Franc k-Her tz-Versuch): Eine evakuierte Dreielektrodenröhre (Abb. 9.3)
enthält einen Tropfen Quecksilber. Zur Erzeugung eines bestimmten Quecksilberdampfdrucks
(etwa 0,02 bar) wird die Röhre in einem elektrischen Ofen erhitzt. Die von der Glühkathode
ausgehenden Elektronen werden zwischen der Kathode und dem Gitter durch eine Spannung���

beschleunigt (Abb. 9.4 (a)). Die kinetische Energie, die sie unmittelbar vor dem Gitter er-
reichen, ist <� � � C 8 B Q!�"� � (9.8)

Diese Energie befähigt die Elektronen, gegen eine zwischen Gitter und Anode anliegende
Bremsspannung

�$#
(etwa 1,5 V) anzulaufen. Die Elektronen, die an der Anode ankommen,

werden mit Hilfe eines Messverstärkers als Anodenstrom %'& nachgewiesen. Die Stromstärke
wird mit einem . - ( -Schreiber gegen die Beschleunigungsspannung

���
aufgetragen. Man er-

hält die in 9.4 (b) aufgetragene Kurve. Die Maxima der Kurve liegen um jeweils ý ��� 8 = � � V
voneinander entfernt.
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Abbildung9.4:(a)VerschaltungderFranck-Hertz-Röhre,(b) Versuchsergebnis,(c) Leuchtschichtenbei
einerNeon-Röhre

SteigertmandieBeschleunigungsspannung,sowächstnach(9.8)diekinetischeEnergiederElektronen.
Es wäre daherzu erwarten,dassbei wachsenderBeschleunigungsspannung der Anodenstromimmer
weiter ansteigt.Zunächstpassiertdasauch.Die Quecksilbergas-Atomewerdenzwar von Elektronen
„bombardiert“,könnenaberkeineEnergie von ihnenaufnehmen.Ist die Beschleunigungsspannungje-
dochso groß,dassdie Elektronenkurz vor demGitter einekinetischeEnergie von 4,9 eV erreichen,
passiertetwasanderes:Nun sinddie Atomebei einemZusammenstoßmit einemElektronin derLage,
Energie von diesemaufzunehmen.Die Atome werdenangeregt. Die Elektronen,die ihre Energie bei
demStoßabgegebenhaben,habennunnichtmehrgenügendEnergie,umdieGegenspannungzwischen
GitterundAnodedurchlaufenzukönnen.DerAnodenstromsinkt aufein Minimum ab(Abb. 9.4(b).

Steigertman die Beschleunigungsspannung weiter, steigt der Anodenstromzunächstwieder an, um
bei ý ��� 8 � �') V auf ein zweitesMinimum abzusinken.Die Elektronenhabennun schonnachder
HälftedesWegeseinQuecksilberatomangeregt. NachderKollision werdensieerneutbeschleunigtund
könnenkurz vor demGitter ein zweitesQuecksilberatomanregen.Abb. 9.4 (c) gibt ein visuellesBild
deraufeinanderfolgendenBeschleunigungs-undAnregungsprozesse:NachjederAnregungstrahlendie
Atomedie Anregungsenergie in Form von Licht wiederab,sodassmanLeuchtschichtenin Bereichen
derRöhresieht,wo die Atomeangeregt werden.In denBereichendazwischenwerdendie Atomenicht
angeregt.

DasEntscheidendebei diesemVersuchist, dassdie Quecksilberatomebei einerKollision mit einem
Elektronnur einenganzbestimmtenEnergiebetragaufnehmenkönnen.DurchVariationderBeschleu-
nigungsspannung kannmandie ElektronendemAtom verschiedeneEnergiebeträge„anbieten“lassen.
Aber nur, wenndie Energie desElektronsgenau4,9 eV beträgt,kanndasAtom sie auchaufnehmen.
Dasist ein starkesIndiz für dievon BohrpostulierteQuantisierungderEnergie im Atom.

9.6 DreidimensionalerPotentialtopf und Orbitale

In BohrsAtommodellmusstedie Quantisierungder Energie in Atomenpostuliertwerden.Man kann
dahernicht sagen,dassseineTheoriedie Energiequantisierungerklärt.Siewird alsunerklärtesFaktum
in dasModell hineingestecktundführt zudenbekanntenKonfliktenmit derklassischenMechanik.

In unsererkurzenEinführungin die theoretischeBeschreibung von Quantenobjekten,die im letzten
Kapitel gegebenwurde,ergabensich jedochquantisierteEnergienauf ganznatürlicheWeise:Bei der
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Abbildung9.5:DreidimensionalerPotentialwürfel

Lösungder Schrödingergleichungfür den unendlichhohenPotentialtopferhieltenwir ohneweitere
AnnahmendasErgebnis,dassElektronenin einemPotentialtopfnurganzbestimmteWertederEnergie
annehmenkönnen(Gleichung(8.43)). In der Quantenmechanikmussdie Energiequantisierungalso
nichtpostuliertwerden;sieergibt sichausderTheorie.

Bei genaueremHinsehenlassensich auchAnalogienzwischeneinemElektronin einemPotentialtopf
undeinemElektronin einemWasserstoffatomentdecken.BeideElektronensind„eingesperrt“,d. h. sie
sinddurchKräfteaneinenbestimmtenRaumbereichgebunden.

Die beidenSystemeweisendemnachstrukturelleÄhnlichkeitenauf. In einererstenNäherungkönnen
wir denunendlichhohenPotentialtopfdaherals„Modell-Atom“ betrachtenundanihm diskutieren,wie
sicheingesperrteElektronenverhalten(einegenauereBehandlungdesWasserstoff-Atoms wird im fol-
gendenAbschnittgegeben).In Kapitel9 wurdederPotentialtopfnur in einerDimensionbehandelt.Um
Atomeim dreidimensionalenRaumzu modellieren,betrachtenwir einendreidimensionalenPotential-
würfel, bei demdasPotentialim InnerneinesWürfelsderKantenlänge� denWert 2 @ hat,währendes
ausserhalbunendlichgroßwird (Abb. 9.5).1

Um die Wellenfunktionenund Energieeigenwertefür diesesModell zu bestimmen,benötigenwir die
Schrödingergleichungin dreiRaumdimensionen.Wir erinnernuns,dassdie eindimensionaleSchrödin-
gergleichung

� :��� C�u� �*C�-, C�� 2/. , 0 �21 . , 0 8 EGF�HTI�Q 1 . , 0 � (9.9)

lautet(vgl. (8.29).Stattdie Argumente,die zu dieserGleichungführten,für drei Raumdimensionenzu
wiederholen,versuchenwir, mit einereinfachenÜberlegungdierichtigeGleichungzu erraten.Elektro-
nenin drei RaumdimensionenwerdendurcheineWellenfunktion

1 . , �'(4�'3 0 beschrieben,die von den
dreiKoordinaten, , ( und 3 abhängt.Alle dreiKoordinatensolltengleichberechtigtin die Schrödinger-
gleichungeingehen,dennphysikalischist keinevonihnenvordenanderenausgezeichnet.Dieeinfachste
Möglichkeit,die Gleichung(9.9) in dieserWeisezuverallgemeinern,ist� : �� C�u� 465 C5 , C � 5 C5 ( C � 5 C5 3 C�7 � 28. , �9(1�93 0 � 1 . , �9(1�93 0 8 E FSHTI Q 1 . , �9(1�93 0 � (9.10)

In derTat ist diesauchnachAussagederQuantenmechanikdie richtigeGleichung.

1In diesemAbschnittwerdenFunktionenmehrererVariablenbenutzt.StehendiesemathematischenKenntnissenicht zur
Verfügung,kannmanzumnächstenAbschnitt(Wasserstoffatom)übergehen.
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Abbildung9.6:TermschemadesdreidimensionalenPotentialtopfs

Bei derLösungderGleichungkönnenwir von unserenErfahrungenim eindimensionalenFall profitie-
ren.Wir wissenbereits,dassdie Funktionen���s� Ñ ± × >� , Ò ./± × 8 < � � ��²��$���:� 0 (9.11)

die Randbedingungenfür , 8�� und , 8�� erfüllen.Ähnlich erfüllendie Funktionen���s�KÑ�±;: >� (uÒ ./±;: 8 < � � ��²����$��� 0���s�KÑ ±;< >� 3mÒ ./±;<f8 < � � ��²��:����� 0
die Randbedingungenbei ( 8�� und ( 8�� bzw. 3 8�� und 3)8�� .
DasProduktaller drei Funktionenerfüllt also alle Randbedingungen,die durchdie unendlichhohen
Wändeam RanddesPotentialwürfelsgestelltwerden.Die Frageist: Erfüllt esauchdie Schrödinger-
gleichung(9.10)?Um dieszuüberprüfen,setzenwir denAnsatz1"=?>�=A@�=AB . , �9(1�93 0 8®� ���s� Ñ ± × >� , Ò Q"���s� Ñ ±;: >� ( Ò Q ���s� Ñ ±;< >� 3 Ò (9.12)

in die Schrödingergleichung(9.10)ein.NachAusführenderAbleitungenerhaltenwir:� :®�� C�u� 4 : ± C× > C� C : ± C× > C� C : ± C× > C� C�7 � 2 @ � 1"=?>�=C@�=CB . , �'(4�'3 0 8 EMF�HJI�Q 1"=?>'=A@�=AB . , �'(4�'3 0 � (9.13)

Damitdie Gleichungerfüllt ist, mussgelten:E F�HTI 8 �� C > C�u� � CED ± C× � ± C: � ± C<�F � 2 @ .�± × ��± : ��± < 8 < � � ��²����:��� 0 � (9.14)
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Abbildung9.7:WahrscheinlichkeitsdichtenbeimdreidimensionalenPotentialtopf

Damit habenwir die Wellenfunktionunddie möglichenEnergienfür dendreidimensionalenPotential-
topf bestimmt.Diskutierenwir nundie BedeutungderErgebnisse.

Der hervorstechendsteUnterschiedzumeindimensionalenFall ist, dassdie Wellenfunktionenund die
Energieeigenwertevon drei QuantenzahlenG;H , G;I , GKJ gekennzeichnetwerdenstattvon einereinzigen.
Die drei Quantenzahlenkönnenunabhängigvoneinanderalle WertedernatürlichenZahlenannehmen.
Esgibt dadurcheinegroßeAnzahlvon möglichenKombinationen.Wie beimeindimensionalenPoten-
tialtopf ist die Energie quantisiert.

In Abb. 9.6sinddie möglichenEnergiewerte,diedenverschiedenenQuantenzahlenG H , G I , G J entspre-
chen,aufgetragen.Man nenntein solchesDiagrammein Termschema.Man sieht,dassein einfaches
Modell wie derdreidimensionalePotentialtopfschoneinrelativ komplexesSchemavonEnergieniveaus
liefert. JedemÜbergangzwischenzweiEnergieniveausentsprichtgemäßderGleichungL;M NPORQTSUOWV
eineLinie im Linienspektrum.EinigemöglicheÜbergängesindin Abb. 9.6eingetragen.

Der stationäreZustandmit derniedrigstenEnergie (alsoderGrundzustand)ist durchdie Quantenzahl-
kombinationG;HXNPG;I2NPG;J2N�Y gegeben.Die Wahrscheinlichkeitsdichte Z\[^]�]�]�_a`�b'cKb'd�e?Z\f ist in Abb. 9.7
(a) dargestellt.Sie hat im ZentrumdesPotentialtopfseinenBauch,der einermaximalenAufenthalts-
wahrscheinlichkeitentspricht.Fürdie QuantenzahlkombinationenG;HXNPg�b G;IhNPG;JWN�YG;IiNPgjb G;HXNPG;JWN�YG;J2NPg�b GKHXNkGKIlN�Y
ergebensichdie in Abb. 9.7 (b) – (d) dargestelltenWahrscheinlichkeitsdichten.Alle drei Zuständebe-
sitzendie gleicheEnergie. Auffällig sinddie Ebenenmit Z\[hZ f Nnm , für die die Wahrscheinlichkeit,ein
Elektronzufinden,Null wird. ManbezeichnetsiealsKnotenflächen.

Die AbbildungengebeneinenEindruckvondenWahrscheinlichkeitsverteilungen,die sichfür verschie-
deneWerteder Quantenzahleneinstellen.Sie entsprechendenausder ChemiebekanntenOrbitalen .
Damit meint mandie Raumbereiche,in denendie Wahrscheinlichkeit,ein Elektronzu finden,beson-
dershochist (z. B. dieRegionen,in denenmandasElektronmit neunzigprozentigerWahrscheinlichkeit
findet).

87



9.7 DasWasserstoff-Atom

DasgrobeAtommodelldesim Potentialtopf„eingesperrten“Atoms vermagin qualitativer Weisedas
AuftretenvonLinienspektrenzuerklären.Mit diesemeinfachenModell kanndieexakteFormdesSpek-
trums(diegenaueLagederLinien) nochnichterklärtwerden.Wir wollendaherim folgendenAbschnitt
ein wenigergrobesModell diskutieren,dasein quantitativesVerständnisdesWasserstoff-Spektrums
ermöglicht.

DasWasserstoff-Atom ist daseinfachsteallerAtome.EsenthältnureinElektronundeinProton,diesich
wegenihrer unterschiedlichenLadunganziehen(Coulomb-Wechselwirkung).DasProtonist fastzwei-
tausendmalschwererist alsdasElektron,undeszeigtsichim Experiment,dassesaufeinensehrkleinen
Raumbereichkonzentriertist.FürunserModell desWasserstoff-Atomskönnenwir alsoannehmen,dass
sichdasElektronim Coulomb-Potential o _apCe�N�S q fr-s�tvu p (9.15)

desKernsaufhält(Abb. 9.8).Man kanndie EnergieniveausdesElektronsdurchLösungderSchrödin-
gergleichungin diesemPotentialermitteln.

Esstellt sichheraus,dassdie LösungdiesesPro-

V(r)

r
E

Abbildung9.8:Coulomb-Potential

blems unseremathematischenMittel bei wei-
temüberschreitet.Ein Ausweg bestehtdarin,das
Coulomb-Potentialdurchein ähnlichesPotential
anzunähern,dassich einfacherbehandelnlässt.
Auf dieseWeisesind wir schonim letztenAb-
schnitt bei unserererstenNäherungdesim Po-
tentialtopfeingesperrtenElektronsvorgegangen.
Nur hattesichdagezeigt,dassdie Näherungof-
fensichtlich zu grob war, um die beobachteten
Spektrenzuerklären.

In diesemAbschnittwerdenwir einbesseresMo-
dell des Wasserstoff-Atoms kennenlernen.Die
Vorgehensweisedabeiist die folgende:Wir be-
trachtenein Modell-Potential,dasdemCoulomb-Potentialmöglichstähnlich ist, für daswir aberdie
Schrödinger-Gleichungexakt lösen können.Es wird sich zeigen,dassmit dem gewählten Modell-
PotentialdasLinienspektrumdesWasserstoff-Atoms qualitativ richtig wiedergegebenwird. Alle Nä-
herungen,die währendder Rechnunggemachtwerdenmüssen,betreffen nur die Form desPotentials
und könnendeshalbnochauf der Ebeneder klassischenPhysikdiskutiertwerden.Die anschließende
quantenmechanischeRechnungkommtdannohneNäherungenaus.

Wie bei unseremgrobenModell deseingesperrtenElektronswählenwir einendreidimensionalenka-
stenförmigenPotentialtopfmit unendlichhohenPotentialwänden.Andersals vorher passenwir den
Potentialtopfdem Coulomb-Potentialabernun besseran: Wir variierendie Breite g�w und die Ener-
giediferenz

o u
zwischendem„Boden“ desPotentialtopfsunddemEnergienullpunkt(Abb. 9.9).Diese

Parameterwerdensogewählt,dassderPotentialtopfmöglichstgut aufdasCoulomb-Potential„passt“.

UnsereAufgabebestehtnundarin,möglichst„gute“ Wertefür die Parameterw und

o u
zu finden.Wie

bereitserwähnt,ist dazukeineQuantenphysiknötig.Wir könnendie NäherungamBeispieleinerklas-
sischenLadungermitteln.

(a) Ermitteln der Potentialtopf-Breite w
In der klassischenPhysik kann sich eine in einemCoulomb-PotentialgebundeneLadung (Energie
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Abbildung9.9:Coulomb-PotentialundModellpotentialORy�z|{ }~m ) nicht beliebigweit nachaussenbewegen.Wie im Gravitationsfeld(z. B. beim senkrech-
ten Wurf) gibt es in einemgewissenAbstand w einenUmkehrpunkt.Er ist dadurchgekennzeichnet,
dassdie kinetischeEnergie Null ist; die Gesamtenergie ORy�z|{ ist danngleich der potentiellenEnergie
(Abb. 9.10(a)): ORy�z|{�N�S q fr�s�t�u w b (9.16)

oder, nach w aufgelöst: w�N�S q fr-s�t�u OWy�z|{�� (9.17)

Die LagedesUmkehrpunktshängtalsovon derEnergie OWy�z�{ ab.

DamithatmaneineklassischeAbschätzungfür denBereichgewonnen,innerhalbdessensichdasElek-
tron aufhält.In unseremModell wird dasCoulomb-PotentialdurcheinenPotentialtopfder Breite g�w
ersetzt.Dasbedeutet:InnerhalbdiesesBereichswird dasPotentialalskonstantangenommen,derAus-
senbereichist für dasElektronunzugänglich(unendlichhohePotentialwände).

r
E

E=Eges

-R +R ��
�-�C���\��� ��� �� �-� �-�

�|�a��� � �����������a�� |¡�¢ ��£ �������¤�¥a� ���¦� ¢ §�� � ¥�¨¦�?©9ª«9¬

Abbildung9.10:(a) LagederUmkehrpunkte;(b) Festlegenvon

o u
.
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(b) Ermitteln der Potentialtopf-Tiefe

o u
InnerhalbdesPotentialtopfshatdasPotentialeinenkonstantenWert

o u
. Wir müssennuneinegeeignete

Abschätzungfür

o u
finden.Es liegt nahe,

o u
sozu wählen,dassesdie „mittlere Tiefe“ desCoulomb-

Potentialsdarstellt.Hier ergibt sichzunächsteineSchwierigkeit,weil dasCoulomb-PotentialamNull-
punktdivergiert. Wie soll manin diesemFall eine„mittlere Tiefe“ bestimmen?Eshandeltsich jedoch
nicht um eineechteDivergenz,denndurchdie endlicheAusdehnungdesKernswird dasPotentialam
RanddesKerns„abgeschnitten“undnimmteinenendlichenWert an.2

Aus derAbbildung9.10(a) kannmanersehen,dassderWert von

o u
negativ undbetragsmäßiggrößer

als ORy�z|{ seinmuss.Wir erhalteneineAbschätzung,indemwir festlegen,dass

o u
denWertdesCoulomb-

PotentialsanderStelle ]f w hat(Abb. 9.10(b)). Esgilt demnach(EinsetzenderFormelfür w ):o u N o® phN Yg wl¯°N o²± plN�S Yg q fr-s�t�u OWy�z|{�³6� (9.18)

Benutzenwir denAusdruck(9.15)für dasCoulomb-Potential,ergibt sicho u N q fr-s�tvuµ´ g ´ r�s�t u O y�z|{q f (9.19)

unddasEndergebnisfür

o u
lautet: o u N�g�ORy�z�{�N�SWg2Z ORy�z|{9Z � (9.20)

Damit ist die Tiefe desPotentialtopfsgegenüberdemNullpunkt der Energie festgelegt und alle Para-
meterunseresModell-Potentialsbestimmt.Wir könnennunzur quantenmechanischenBerechnungder
Energiewerteübergehen.

(c) Bestimmender Energiewerte
Wir fassenunserModell nocheinmalzusammen:Zur ModellierungdesCoulomb-Potentialsfür eine
LadungderEnergie OWy�z|{ verwendenwir einendreidimensionalenkastenförmigenPotentialtopfmit un-
endlichhohenPotentialwänden,dessenBodensichbei

o u Nkg�O y�z|{ befindetunddessenKantenlängeg�wPNPg q fr-s�t�u Z\ORy�z�{9Z � (9.21)

ist. Die EnergieniveauseinesElektronsim dreidimensionalenPotentialtopfhabenwir bereitsvorher
berechnet(Gleichung(9.14mit ¶·NPg�w )OWy�z|{�N ¸L f s fg�¹6_ag�whe f»º G fH2¼ G fIT¼ G fJ�½X¼ o u � (9.22)

Zur Vereinfachungbeschränkenwir uns auf Zustände,für die G;H¾N¿G;IÀNÁG;J6ÂÁG , d. h. die keine
Richtungbevorzugen.Die Energieniveauswerdendann:OWy�z|Ã�N ¸L f s fg�¹6_ag�whe f ´!Ä G f ¼ o u �
Nun setzenwir dieParameterw und

o u
ein:O y�z�Ã NÅ¸L f s fg�¹ ´!Ä G f ´ _ r-s�t u e�f�O·fy�z|Ãq�Æ ¼ g�O y�z�Ã �

2Hier täuschtauchdie zweidimensionaleDarstellung.In Wirklichkeit handeltessichum ein dreidimensionalesProblem.
Man berechnetdenMittelwert desPotentialsinnerhalbeinerKugelmit RadiusÇ : ÈÉËÊÍÌÎÐÏ/Ñ�ÒÓ ÉÕÔ×Ö�Ø�Ù�ÚÜÛ�Ö�Ý�Þ?Ö (

ÉCß
= Kugel-

volumen).Dasergibt denendlichenWert
É Ó ÊUàÜá'â9ãåäaæ×ç .
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Bringt mandenletztenTermauf derrechtenSeitenachlinks, ergibt sichS Ä ORy�z|Ã�N Ä s fg ¸L f _ r-s�t�u e f¹ qèÆ ´ G f O fy�z|Ã b
undnachKürzenvon ORy�z|Ã erhaltenwir dasErgebnisfür die Energieniveausim Wasserstoffatom:O y�z|Ã N�S rs f ¹ q Æg ¸L f _ r-s�t u e f ´ YG f � (9.23)

Wie unsererstesgrobesModell sagtdiesesver-

E

-3,4 eV

-1,5 eV
-0.85 eV

-13,6 eVn=1

n=2

n=3
n=4

Abbildung9.11:TermschemadesWasserstoffatoms

feinerte Modell die Quantisierungder Energie
im Wasserstoffatom voraus.Die QuantenzahlG
durchläuft alle positiven ganzenZahlen ( GéNY�b'g�b Ä b ����� ). Zu jedem Wert von G gehört ein
WertderEnergie unddamiteinZustand,dendas
Elektroneinnehmenkann.

Die Abhängigkeit der Energiewerte von der
QuantenzahlG ist:OWy�z�Ã�ê�S YG f � (9.24)

FüralleZuständegilt ORy�z|Ãë}ìm , d. h. siesindge-
bunden.Je größer G wird, um so höher ist die
Energie. Für große G rücken die Energiewerte
immer dichter zusammenund nähernsich dem
Wert OWy�z�Ã$Ním (Abb. 9.11).DieseEigenschaften
unseresModells werdenvon der exaktenquan-
tenmechanischenRechnungbestätigt.

Die Energiewerte,die sichmit derexaktenForm
desPotentialsergeben,unterscheidensich vom
ErgebnisunsererModellrechnungumeinenkon-
stantenFaktor

r�î�s fWï m�b r . DaskorrekteErgeb-
nis für die EnergieniveausdesWasserstoffatomsist:

Im Wasserstoff-Atomkann dasElektron die folgendenWerte der Gesamtenergieanneh-
men: ðiñ�ò'óhô°õ öø÷�ùú�ûü�ý�þ�ÿ�������� ý	�



� ý� þ � ô 
 � ú ����������� � � (9.25)

Der Zustandmit G N�Y , alsoderniedrigstenEnergie, ist derGrundzustand desWasserstoff-Atoms.Er
liegt bei ORy�z|Ã"N�ShY Ä b�� eV.

Schließlichkönnenwir dieberechnetenEnergiewertenochmit dembeobachtetenSpektrumdesWasser-
stoffatomsverknüpfen(Balmer-Spektrum,Abb. 9.2).Licht wird emittiert,wenndasAtom einenÜber-
gangzwischenzwei Zuständen(z. B. von G N G�] nach GÀN G f ) macht.NachGleichung(9.2) ist die
Photonenenergie L ´ M dabeigleichderDif ferenzderbeidenEnergiewerte.Darauserhaltenwir:L ´ M N�S ¹ q Æg ¸L f _ r-s�t u e f ´  YG f ] S YG f ] ¯ � (9.26)
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DasentsprichtgenauderBalmer-Formel (9.1).DenWert derRydberg-Frequenzkönnenwir durchVer-
gleichderbeidenFormelnbestimmen:M��;IiN ¹ q Æ_ r-s ¸L�e�� t fu N Ä b9g������ ´ Y!m ]�� b (9.27)

in Übereinstimmungmit demExperiment.DiesesZurückführendesempirischermitteltenWertes M �;I
auf eineKombinationvon Naturkonstantenist eineder großenLeistungendesquantenmechanischen
Atommodells.
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