Kapitel 9

Atome

9.1 Wassind Atome?

Schondie Philosophernm klassischerGriechenlandstelltensich die Frage waspassiertwennmanin
Gedankerin immer kleinere Dimensionender Materie vorsto3t.Sind alle Stoffe im kleinengenauso
aufgebautwie im groRenoder stoRtmanirgendwannauf fundamentaléBausteineder Materie?Uber
Jahrtausendbinweg bechaftigtediese Fragedie Gelehrten.Den kleinstenMateriebausteinemurde
auchein Namegegeben(wennmanauchsonstkeinenaherevorstellungvonihnenhatten):Man nannte
sie Atome.

Erstim Verlaufdes19. JahrhundertkammandenAtomennaher:Die GesetzalerchemischerBindung
konntenverstandemwerden,wennmanannahmgdassjedeschemischeElementausgleichartigenAto-
menbestehtUnterschiedliché\tomsorterkénnensichzu chemischeVerbindungerzusammenlagern.
Weil jedesAtom einecharakteristisch&lassebesitzt,konntemanmit diesemModell die Gewichtsver-
héaltnisseverschiedenechemischekWerbindungervorhersagen.

Ein weitererHinweis auf die Existenzvon Atomen kam ausder kinetischenGastheoriewo mandie
GasgesetzauseinemModell herleitenkonnte,in demAtomedurchelastischestéRemiteinandemvech-
selwirken.Die modernePhysik hat die Hypothesevom atomarenAufbau der Materie auf vielféltige
Weisebestatigt HeuzutagekannmansogareinzelneAtomein ,Fallen“ einsperrerund dasvon ihnen
ausgesendetdcht beobachten.

Die modernePhysikhatauchgezeigtdasglie AtomekeineelementareBausteinesind. Siebesitzerei-
ne Struktur Sie bestehemuseinemsehrkleinen,positiv geladenetomkern,andendurchelektrische
AnziehungElektronergelundensind.Der Atomkernkanngeradesoviele Elektronerbindenwie er po-
sitive KernbausteinéProtonenpesitzt.Dadurchwird die Atomsorte(Wasserstdf Sauerstdf Eisen...)
festgelgt, denndie Zahl derElektronernbestimmtwie sichdasAtom chemischverhalt.

9.2 Linienspektren

Wennleuchtendé&sasd. icht aussendemmittierersienichtalle Farbenin gleichelWeise Die Gasatome
emittierennur ganzbestimmtelLichtwellenl&angenMan siehtdies,wennmandasvon einemLeuchtgas
ausgesandteicht spektralzerlegt undesmit demSpektrumvon ,gewohnlichem“Licht vergleicht.

Experiment 10.1: Untersuchen Sie mit einem Taschenspektroskop zuerst das auf einer wei-
Ben Wand reflektierte Tageslicht. Sie sehen eine kontinuierliche Verteilung aller Spektralfarben.
Beobachten Sie anschlieBend das Licht verschiedener Leuchtstoffréhren und einer Quecksil-
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Abbildung9.1: Aufbauzur VermessunglesWasserstdpektrums

Abbildung9.2: LinienspektrundesWasserstds

berdampflampe. Hier werden sie einzelne Linien bestimmter Farben finden. Man nennt ein
solches Spektrum ein diskretes oder Linienspektrum .

Mit demfolgendenVersuchsaufbaléisstsich dasLinienspektrumvon Wasserstdfgenauevermessen:

Experiment 10.2: Eine Balmer-Lampe sendet das Licht von atomarem Wasserstoff aus. Die
Lichtquelle wird nach Abb. 9.1 mit Linse 1 scharf auf einen Spalt abgebildet. Dann wird durch
Verschieben der Linse 2 ein scharfes Spaltbild auf dem Schirm erzeugt. Zwischen Linse 2 und
dem Schirm wird ein Rowland-Gitter mit der Gitterkonstanten ¢ eingefiigt. Die Spektrallinien
des Wasserstoffs werden auf dem Schirm sichtbar (Abb. 9.2).

Die Wellenlangengdie zu den einzelnenSpektralliniengehdrenJassensich ausden Gesetzerfir die
Beugungam Gitter berechnenEs gilt A = ¢ - D/L, wobei D der Abstandzwischendem Maximum
nullter und ersterOrdnungund . der AbstandzwischenGitter und Schirmist. Mit f = ¢/X kannman
die WellenlangerderWasserstdfinien in Frequenzemmrechnen.

Nicht alle Spektrallinienliegenim sichtbarerBereich.Mit speziellenDetektorenlassensich auchim
ultraviolettenundinfrarotenBereichLinien nachweisenManstelltfest,dassnanviele Spektrallinienn
Gruppernzusammenfassd@nn,die manSeriennennt.Die Linien einerSerierlickenzumkurzwelligen
EndedesSpektrumsmmerdichterzusammertin Abb. 9.2 auf derrechtenSeite).

Die Linienspektrerwurdenbereitsin derMitte des19.Jahrhundertentdecktlhre Bedeutundlieb den
damaligerPhysikernvollig dunkel.Man konntesie an einergro3enAnzahlvon Substanzenermessen
undkatalogisierenErklarenkonntemansie abernicht. ImmerhingelangesJohannlakobBalmer1885,
einemathematisch&esetzmaRigkein derempirischgefundeneragederLinien von atomaremAas-
serstof zu finden. Durch geschicktesKombinierender Frequenzeriand er eine Formel, die nicht nur
die bisdahinbekannterLinien beschriebsonderrauchneuevorhersagte:
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Die Spektrallinien von atomarem Wasserstoff werden durch die folgende Formel
(Balmer-Formel) beschrieben:

1 1
J=Trry <—2 - _2> . (9.1)
m n
Dabeiist fry = 3,2898 - 10'® Hz eineKonstante,die sogenannteRydberg-Frequenz.
Die Zahl m klassifiziert die verschiedenerSeriendesWasserstoffs:
m = 1: Lyman-Serieim Ultravioletten,
m = 2: diein Abb. 9.2 abgebildeteBalmer-Serie, teilweiseim Sichtbaren,
m = 3: Paschen-Seriem Infrar oten,
m = 1: Brackett-Serieim Infrar oten.
n ist eine natirliche Zahl, (mit n > m 4 1), die die Linien innerhalb einer Seriekenn-
zeichnet.

Die Erklarungdesphysikalischerinhalts dieserFormel und der Bedeutungder Linienspektreniber
hauptist eine der groRenAufgabender Atomphysik.Mit der Physikdes19. Jahrhundert&onntesie
nicht bewaltigt werden.Das Bemuhendie Linienspektrender Atome zu verstehenstellte einenent-
scheidendeAntrieb bei der Entwicklungder Quantenmechaniétar.

9.3 DasBohrscheAtommodell

LesenSiesichdasfolgendeZitat durch,daseinemelektronischeMachschlageerkentnommemnwurde:

Stellvertretendtir viele popularwissenschaftiheTexte stehtesfiir eineweit verbreiteteModellvorstel-
lung von Atomen: Kleine Teilchen,die Elektronenkreisenauf bestimmterBahnenum denAtomkern.
DieseVorstellunghatso sehrEingangin dasallgemeineDenkengefundendassmansiein unzéhligen
Darstellungerwiederfindet Sieist fastschonzu einemallgemeinerSymbolfir dasAtom geworden.

Der UrsprungdieserVorstellunglasstsichgenauvangebenNiels Bohr stellte1913ein Atommaodellauf,
daseinenwichtigen Zwischenschrittwuf demWeg zum heutigenVerstandnider Atome darstellte.In

seinemModell laufendie alspunktférmigegeladen&eilchenangenommenekBlektronerauf Kreisbah-
nenumdenKern.

Die denKern umkreisenderklektronenerinnernan die Planetendie um die Sonnelaufen. Stattder
Gravitationskraft ibernimmtdie Coulomb-Kraftdie Rolle der Zentripetalkraft. Doch abgeseheron
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dieserrelativ konventionellenVorstellungenthaltdasBohrscheAtommodelllauchschonrevolutionéare
Zige,die mit derklassischemMechanikauf keinenFall vereinbarerscheinen.

Bohrwollte mit seinemModell die Linienspektrerdervon denAtomenemittiertenStrahlungerklaren.
Dazumachteer folgendeAnnahme(die auchheutenochGliltigkeit besitzt):

Die Energie in Atomen ist quantisiert Die Elektronenim Atom kdnnen nur in Zustan-
den mit ganz bestimmtenWerten ihrer Energie existieren (den sogenanntenstationaren
Zustander).

Einerderstationarerzusténden BohrsModell hatdie niedrigsteEnegie. Er wird der Grundzustand

genanntlm Fall desWasserstdé betragtdie Enegie desGrundzustands-13, 6 eV (bezogerauf den
Nullpunkt der Enegieskala:dem ionisiert vorliegendenAtom, also den nicht gelundeneneinzelnen
Elektronenund Protonen).

Um dasAuftretendiskreterLinien im Spektrumerklarenzu kénnen,mussteBohr noch eine zweite
Annahmemachen:Die Elektronensenderkeine Strahlungaus,solangesie sich in einemder statio-
narenZustandebefinden Licht wird erstbei einemUbergangzwischenzwei verschiedenestationaren
Zustanderemittiert oder absorbiert. Einen solchenUbergang nannteer Quantensprung um auszu-
driicken,dassessichum einendiskontinuerlichenProzes$andelte Man kanndiesezweite Annahme
folgendermafieformulieren:

Ein Atom strahlt nur dann ein Photon ab, wenn ein Elektr on von einemstationaren Zu-
stand mit der Energie E,, in einenanderen Zustand mit einer niedrigeren Energie E,,,
Ubergeht. Fir die FrequenzdesabgestrahltenPhotonsgilt:

h-f=E,— Ep,. (9.2)

Die Linienspektrerkommenalsoin BohrsModell dadurchzustandegassdasAtom nurganzbestimmte
Enegiewerteannehmerkann.DasLicht, dasbei denUbemgangernzwischendenverschiedenestatio-
narenZustanderemittiert wird, spiegelt die quantisierteStruktur der Enegieniveausim Atom wider.

Mit den Annahmendie er Uberdie Lage der Enegieniveausbeim Wasserstdf machte konnteBohr

die BalmerFormelreproduzierenDieswar die groReLeistungdesBohrscherModells: Erstmalskonn-
te manein Linienspektrummit einemphysikalischerModell quantitaty beschreiberfwir werdendas
WasserstdtSpektrumin Kapitel 9.7 auseinemechtquantenmechanischémodell herleiten).

Die BohrscherModellannahmemvarenvom StandpunktlerklassischemMechanikausvollig unakzep-
tabel.Wassolltez. B. ein Elektronmit einerbestimmterEnegie daranhindern,ein klein wenigdavon
abzugebederetwasmehrdavon aufzunehmenAuchim Sonnensysteraufendie Planeterewarauf
ganzbestimmterBahnen Aber kein Prinzip der Mechanikwirdeihnenverbieten auf einerBahnmit
einergeringfiigigandererEnegie zu laufen,wennsie z. B. bei einerKollision Enegie verléren.

Bohr selbstwar sich GiberdieseSchwierigkeitdurchaudm klaren.Er schrieb,dasser ,keinenVersuch
einer mechanischemBegrindung“fur die Quantisierungder Enegie gibt, weil dies ,aussichtslosr
scheint“.Im Modell Bohrsbleibt die Quantisierungler Enegie ein Postulatdasnur durchdenErfolg
desModellsgerechtfertigist.
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BohrsModell konntevon den zeitgendssischeRhysikernnur wegen seinerErklarungsleitungm Fall
desWasserstdspektrumsakzeptiertwerden.Allen Physikernwar jedochklar, dassBohrs Modell nur
ein Ubegangsstadiunzu einer voll ausgereifterQuantentheorialarstellenkonnte. Zu urvertunden
standerklassischauindquantenhaft&igenebeneinander

Hinzu kam, dassder Erklarungserfolgderfir dasWasserstdatomgegliickt, sichfir nahezukeinean-
dereAtomsortewiederholeriel3. Das Spektrumder anderermAtome blieb nachwie vor unerklart.Die
Physikermachtersich alsoauf die SuchenacheinervollstandigererBeschreibing der Quantenphano-
mene.Das Ergebnisder Sucheist unsbereitsbekannt:die Beschreilng von Quantenobjektedurch
Wellenfunktion,die Schrédingegleichungunddie BornschéNahrscheinlichkeitsiterpretatbn.

9.4 Abschiedvom BohrschenAtommodell

Wahrenddermiuhevollen SuchenachderkorrektenQuantentheorienusstereinigeZiigedesBohrschen
Atommodellsaufgegebenverdenwéahrendandergwie die QuantisierunglerEnegie) beibehaltenver-
denkonnten DervielleichtradikalsteUmbruchim Bild GberdenAufbauder Atome stelltedie Erkennt-
nis dar, dassmandenElektronenim Atomenim allgemeinerdie Eigenschaft,Ort* nicht zuschreiben
kann.Beim Doppelspaltersuctkonntenwir zeigen,dassmandemElektronnichteinebestimmteBahn
von derQuellezum Schirmzuschreibekann— mankannnochnicht einmalsagendassesdurcheinen
bestimmterSpaltgeht.Ahnlich mussmandie Vorstellungvon Bahnenm Atom aufgebenEin Elektron
im Atom besitztdie EigenschaftOrt* nicht.

Die Aussagedassdie Elektronenim Atom nicht auf wohldefiniertenBahnenumlaufenwiderspricht
unsereranderAlltagsphysikentwickeltenvorstellungerstark.Sie soll deshallmit derin Abschnitt7.5
diskutiertenHeisenbergscherJnbestimmtheitsrelation quantitaty untermauerwverden.

NachderUnbestimmtheitsrelatioist esnicht méglich, Quantenobjekté einenZustandzu bringen,in
demdasProduktausAz (derStreuungderOrtsmesswerta)nd Ap (derStreuunglerimpulsmesswerte)
kleinerist als h/47. Betrachterwir ein Ensemblevon Wasserstdatomen.Nehmenwir an (wie sich
gleichzeigenwird: falschlich),dassdasElektronin jedemder AtomeaufirgendeinéNeisesoprapariert
wordenist, dassesentlangeinerBahnlauft. Dannmussder Ort relativ genaupréaparierisein,sagerwir
bis auf ein ZehnteldesAtomdurchmesser®ie Impulsstreuungdie dannnicht unterschritterwerden
kann,ist:

Ap > (9.3)

A Az’
In Abschnitt7.3wurde Ap als Standardabweichurggr statistischefverteilungvon Impulsmesswerten
definiert:

(Ap)? = (p*) — (p)*. (9.4)

Esmuss(p) = 0 gelten,dennsonstwiirdeeinemittlere BewegungderElektronerrelativ zuden(ruhen-
den)Atomkernerfeststellbaisein.Esgilt also(p?) = (Ap)? undsomit

@) _ (2p)? ©5)

Ein = a5
<k> 2m 2m

Setzenwir nun die Ungleichung(9.3) fir die Impulsstreuungein, erhaltenwir als Mindestwertder
mittlerenkinetischerEnegie derElektronen:

h2
Fiin) > ——————. .
< k1n> et 327r2m(Am)2 (9 6)
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Abbildung9.3: Franck-Hertz-¥rsuch

Fur dasWasserstdatomliegt derexperimentellbestimmteAtomdurchmessedpei etwal10~'° m. Wenn
wir alsoin unserefAbschatzung\z = 10~'! m einsetzenerhaltenwir:

Fn) > (6,6-10734)2(Js)?

= 3272 .9,1-10~%kg - 10~2m? = 95eV. (9.7)

Unter denangenommeneRraparationsbedingungé®rtsmesswertstreuenwenigerals ein Zehntel
desAtomdurchmesserdiige die mittlere kinetischeEnegie der Elektronenalsohdherals 95 eV. Das
Ubersteigtdie zur lonisierungnétige Enegie von 13,6 eV (Grundzuzstandsergie, s. 0.) aberum ein

Vielfaches.Das Atom wurde sofort ionisiert und damit zerstort. Praparierteman die Elektronenim

Atom alsoso,dasgnanvon einemeinigermafiegutdefiniertenOrt redenkann,hattedersohemgestellte
Zustandeineso hohemittlere Enegie, dassdie Elektronengar nicht mehranden Atomkerngelunden
waren.Die Vorstellungvon definierterBahnenm Atom mussalsoaufgeyeberwerden.

9.5 Quantisierung der Energieim Franck-Hertz-V ersuch

Einesder charakteristischstellerkmalevon Atomenist die Quantisierung der Energie. Wie bereits
erwahntjst die TatsachegassElektronenn einemAtom nichtjedenbeliebigenwWert derEnegie haben
konnenmit der klassischerMechaniknicht zu erklaren.Und doch zeigt ein klassische€xperiment
der Atomphysik:Man kannAtomendurchElektronenstoferschieden&negiebetrdgganbieten*.Sie
kénnendieseabernuraufnehmenwennderangeboten&negiebetraggenau,passt”.

Experiment 10.1 (Franck-Hertz-Versuch): Eine evakuierte Dreielektrodenréhre (Abb. 9.3)
enthalt einen Tropfen Quecksilber. Zur Erzeugung eines bestimmten Quecksilberdampfdrucks
(etwa 0,02 bar) wird die Réhre in einem elektrischen Ofen erhitzt. Die von der Glihkathode
ausgehenden Elektronen werden zwischen der Kathode und dem Gitter durch eine Spannung
Up beschleunigt (Abb. 9.4 (a)). Die kinetische Energie, die sie unmittelbar vor dem Gitter er-
reichen, ist

%va =e-Ug. (9.8)

Diese Energie befahigt die Elektronen, gegen eine zwischen Gitter und Anode anliegende
Bremsspannung Ug (etwa 1,5 V) anzulaufen. Die Elektronen, die an der Anode ankommen,
werden mit Hilfe eines Messverstarkers als Anodenstrom 74 nachgewiesen. Die Stromstéarke
wird mit einem z-y-Schreiber gegen die Beschleunigungsspannung Ug aufgetragen. Man er-
halt die in 9.4 (b) aufgetragene Kurve. Die Maxima der Kurve liegen um jeweils AUg = 4,9V
voneinander entfernt.
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Abbildung9.4:(a) VerschaltunglerFranck-Hertz-Réhrgp) Versuchsagebnis(c) Leuchtschichtetei
einerNeon-Rohre

Steigertmandie Beschleunigungsspanngysowachstinach(9.8) die kinetischeEnegie derElektronen.
Es ware daherzu erwarten,dassbei wachsendeBeschleunigungsspanngider Anodenstrommmer
weiter ansteigt.Zunéchstpassiertdasauch.Die Quecksilbegas-Atomewerdenzwar von Elektronen
.bombardiert‘,kénnenaberkeine Enegie von ihnenaufnehmenlst die Beschleunigungsspauangje-

dochso grof3,dassdie Elektronenkurz vor dem Gitter eine kinetischeEnegie von 4,9 eV erreichen,
passieretwasanderesNun sind die Atome bei einemZusammenstofit einemElektronin derLage,

Enegie von diesemaufzunehmenDie Atome werdenangeegt. Die Elektronendie inre Enegie bei

demStoRabggeberhabenhabemunnichtmehrgenugendEnegie, um die Gegenspannungwischen
Gitterund Anodedurchlauferzu kénnen.Der Anodenstromnsinkt auf ein Minimum ab (Abb. 9.4 (b).

Steigertman die Beschleunigungsspannginveiter, steigt der Anodenstromzunachstwieder an, um

bei AUg = 9,8 V auf ein zweitesMinimum abzusinkenDie Elektronenhabennun schonnachder
Halfte desWegesein Quecksilberatonangergt. NachderKollision werdensie erneutbeschleunigund
kénnenkurz vor dem Gitter ein zweitesQuecksilberatonanrayen. Abb. 9.4 (¢) gibt ein visuellesBild

deraufeinanderfolgendeeschleunigungsind AnregungsprozessélachjederAnregungstrahlendie
Atome die Anregungsenagie in Form von Licht wiederab, so dassmanLeuchtschichterin Bereichen
derRohresieht,wo die Atome angergt werden.In denBereicherdazwischerwerdendie Atomenicht
angeret.

Das Entscheidendéei diesemVersuchist, dassdie Quecksilberatomdei einer Kollision mit einem
Elektronnur einenganzbestimmterEnegiebetragaufnehmerkénnen.Durch Variationder Beschleu-
nigungsspannunpkannmandie ElektronendemAtom verschieden&negiebetrageanbieten“lassen.
Aber nur, wenndie Enegie desElektronsgenau4,9 eV betragt,kanndasAtom sie auchaufnehmen.
Dasist ein starkedndiz fur die von Bohr postulierteQuantisierunglerEnegie im Atom.

9.6 DreidimensionalerPotentialtopf und Orbitale

In Bohrs Atommodellmusstedie Quantisierungder Enegie in Atomen postuliertwerden.Man kann
dahemicht sagendassseineTheoriedie Enegiequantisierungrklart. Siewird alsunerklarted=aktum
in dasModell hineingestecktindfiihrt zu denbekannterKonfliktenmit derklassischemechanik.

In unsererkurzenEinfiihrungin die theoretischeBeschreiling von Quantenobjekterglie im letzten
Kapitel gegebenwurde, emabensich jedochquantisierteEnegien auf ganznaturlicheWeise: Bei der
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Abbildung9.5: DreidimensionalePotentialwiirfel

Losung der Schrodingegleichungfir den unendlichhohenPotentialtopferhieltenwir ohneweitere
AnnahmerdasErgebnis,dassElektronenin einemPotentialtopfur ganzbestimmteWNerteder Enegie
annehmerkdnnen(Gleichung(8.43)). In der Quantenmechaniknussdie Enegiequantisierunglso
nicht postuliertwerden;sie emgibt sichausder Theorie.

Bei genauerentinsehenassensich auchAnalogienzwischeneinemElektronin einemPotentialtopf
undeinemElektronin einemWasserstdatomentdeckenBeideElektronensind,eingesperrt“d. h. sie
sinddurchKréfte aneinenbestimmterRaumbereiclyelunden.

Die beidenSystemeweisendemnachstrukturelleAhnlichkeitenauf. In einererstenN&herungkénnen
wir denunendlichhohenPotentialtopfaherals,Modell-Atom* betrachtemundanihm diskutierenwie

sich eingesperrt&lektronenverhalten(einegenauerdehandlungiesWasserstdfAtoms wird im fol-

gendenmbschnittgegeben)ln Kapitel 9 wurdederPotentialtophurin einerDimensionbehandeltUm

Atomeim dreidimensionalefRaumzu modellieren betrachterwir einendreidimensionalefotential-
waurfel, bei demdasPotentialim InnerneinesWirfels derKantenlange: denWert V, hat,wahrendes
ausserhallinendlichgroRwird (Abb. 9.5)1

Um die Wellenfunktionenund Enegieeigenwertdir diesesModell zu bestimmenpendtigenwir die
Schrédingegleichungin drei RaumdimensioneWir erinnernuns,dassdie eindimensional&chrodin-
gemgleichung

~5 s 4 V(;C)] P (2) = Fges - (). (9.9)

lautet(vgl. (8.29). Stattdie Argumentedie zu dieserGleichungfihrten,fir drei Raumdimensionenu

wiederholenyersucherwir, mit einereinfacherlJberlegungdie richtige Gleichungzu erraten Elektro-

nenin drei Raumdimensionewerdendurcheine Wellenfunktion (z, y, z) beschriebendie von den
dreiKoordinaten:, y und z abhangtAlle drei Koordinatersolltengleichberechtigin die Schrodinger
gleichungeingehendennphysikalischist keinevonihnenvor denandererausgezeichnebie einfachste
Mdglichkeit,die Gleichung(9.9) in dieseMWeisezu verallgemeinernist

h? [ 0? 0? 0?
[ [ R J— 4 v = .
[ Sy (8:62 + e + 822) + 1 (J;,y,z)] V(z,y,2) = Eges + (2, Y, 2). (9.10)

In derTatist diesauchnachAussageder Quantenmechanidtie richtige Gleichung.

YIn diesemAbschnittwerdenFunktionenmehreretVariablenbenutzt.StehendiesemathematischeK.enntnissenicht zur
Verfiigung kannmanzumnachsterAbschnitt(Wasserstdatom)ibeigehen.
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Abbildung9.6: Termschemaesdreidimensionaleotentialtopfs

Bei derLosungder Gleichungkdnnenwir von unsererErfahrungerim eindimensionaleifrall profitie-
ren. Wir wissenbereits,dassdie Funktionen

sin (nxﬂ-x> (ny =1,2,3,...) (9.11)

a

die Randbedingungefiir = = 0 undz = « erfiillen.Ahnlich erfiillendie Funktionen

sin <My> (ny =1,2,3,...)
a

sin <Mz> (n,=1,2,3,..))
a

die Randbedingungebeiy = 0 undy = a bzw. z = 0 undz = «.

Das Produktaller drei Funktionenerfillt also alle Randbedingungerdie durch die unendlichhohen
Wandeam RanddesPotentialwirfelgestelltwerden.Die Frageist: Erflllt esauchdie Schrodinger
gleichung(9.10)?Um dieszu Uberprifensetzerwir denAnsatz

Vnongn. (2,Y,2) = Asin Do) - sin My csin [ 228, 9.12
e a a

a

in die Schrodingegleichung(9.10)ein. NachAusfiuihrender Ableitungenerhaltenwir:

K2 nir?  nin?  nir? ,
[_% (_ 22 - 22 - 22 +W Pnynyn, (;ﬂ, Y, Z) = Eges ) 'zrbnznynz (m7 Y, Z)' (913)

Damitdie Gleichungerfullt ist, mussgelten:

h2r?

2ma’

Fges = (ni-l—n; -I—nz> + W (ng, ny,n.=1,2,3,...). (9.14)
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Abbildung9.7: Wahrscheinlichkeitsdickenbeim dreidimensionaleotentialtopf

Damit habenwir die Wellenfunktionunddie moglichenEnegienfir dendreidimensionaleiPotential-
topf bestimmt.Diskutierenwir nundie Bedeutungler Ergebnisse.

Der henorstechendstenterschiedzum eindimensionaletirall ist, dassdie Wellenfunktionenund die
Enegieeigenwerteron drei Quantenzahlen,, n,,, n, gekennzeichneterdenstattvon einereinzigen.
Die drei Quantenzahlektnnenunabhangig/oneinandealle Werte der natiirlichenZahlenannehmen.
Esgibt dadurcheinegrofeAnzahlvon mdglichenKombinationenWie beimeindimensionalefPoten-
tialtopf ist die Enegie quantisiert.

In Abb. 9.6 sinddie moglichenEnegiewerte,die denverschiedeneQuantenzahlen,, n,, n, entspre-
chen,aufgetragenMan nenntein solchesDiagrammein TermschemaMan sieht, dassein einfaches
Modell wie derdreidimensional®otentialtopschonein relatv komplexesSchemaron Enegieniveaus
liefert. JedemJbegangzwischerzwei EnegieniveausentsprichgeméarderGleichungh f = E,, — E,,
eineLinie im LinienspektrumEinige moglicheUbegangesindin Abb. 9.6 eingetragen.

Der stationareZustandmit der niedrigstenEnegie (alsoder Grundzustandist durchdie Quantenzahl-
kombinationn,, = n, = n. = 1 gegebenDie Wahrscheinlichkeitsdiclet| ¢ 11 (z, y, z)|%istin Abb. 9.7

(a) dagestellt.Sie hatim ZentrumdesPotentialtopfseinenBauch,der einer maximalenAufenthalts-
wahrscheinlichkeientspricht Fir die Quantenzahlkombinati@m

n, = 2, ny =n, =1
ny = 2, Neg=mn, =1
n, =2, Ny =ny =1

emgebensichdie in Abb. 9.7 (b) — (d) dagestellterWahrscheinlichkeitsdicken.Alle drei Zustandee-
sitzendie gleicheEnegie. Auffallig sind die Ebenermit |/|> = 0, fur die die Wahrscheinlichkeitein
Elektronzu finden,Null wird. Man bezeichnesie alsKnotenflachen.

Die AbbildungengebereinenEindruckvon denWahrscheinlichkeitssrteilungen,die sichflr verschie-
deneWerte der Quantenzahlerinstellen.Sie entsprechemlenausder ChemiebekannterOrbitalen.
Damit meintmandie Raumbereichein denendie Wahrscheinlichkeitgin Elektronzu finden,beson-
dershochist (z. B. die Rggionen,in denemmandasElektronmit neunzigprozentigéahrscheinlichkeit
findet).
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9.7 DasWasserstoff-Atom

DasgrobeAtommodelldesim Potentialtopf,eingesperrten’Atoms vermagin qualitatver Weisedas
Auftretenvon Linienspektrerzu erklaren Mit diesemeinfacherModell kanndie exakte Form desSpek-
trums(die genaud.agederLinien) nochnichterklartwerden Wir wollendaherim folgenderAbschnitt
ein wenigergrobesModell diskutieren,dasein quantitatves Verstandnisdes WasserstdtSpektrums
ermdglicht.

DasWasserstdfAtom ist daseinfachstaller Atome.Esenthaltnurein Elektronundein Proton,die sich
wegenihrer unterschiedlichehadunganziehenCoulomb-Wechselwirkung)Das Protonist fastzwei-
tausendmaschwereist alsdasElektron,undeszeigtsichim Experimentdassesaufeinensehrkleinen
Raumbereiclkonzentrierist. FlirunserModell desWasserstdfAtoms kénnenwir alsoannehmengass

sichdasElektronim Coulomb-Potential

62

Vir)=-

(9.15)

4megr
desKernsaufhalt(Abb. 9.8). Man kanndie EnegieniveausdesElektronsdurchLésungder Schrodin-
gegleichungin diesemPotentialermitteln.

Esstelltsichherausdasddie LosungdiesesPro-
blems unseremathematischerMittel bei wei-
temlberschreitetEin Ausweg bestehtlarin,das r
Coulomb-Potentiatlurchein dhnlichesPotential
anzunaherngassich einfacherbehandelrasst.
Auf dieseWeise sind wir schonim letzten Ab- V()
schnitt bei unserererstenNaherungdesim Po-
tentialtopfeingesperrteiklektronsvorgegangen.
Nur hattesich da gezeigt,dassdie Naherungof-
fensichtlich zu grob war, um die beobachteten
Spektrerzu erklaren.

In diesemAbschnittwerdenwir einbesseredio-

dell desWass.erstde_tom.s kennenlerne_nDie Abbildung9.8: Coulomb-Potential
Vorgehensweiseabeiist die folgende:Wir be-

trachtenein Modell-Potential dasdem Coulomb-Potentiamdglichstahnlichist, fir daswir aberdie
SchrédingeiGleichungexakt I6senkdnnen.Es wird sich zeigen,dassmit dem gewahlten Modell-
PotentialdasLinienspektrumdesWasserstdfAtoms qualitativ richtig wiedegegebenwird. Alle Na-
herungendie wahrendder Rechnunggemachtwerdenmussenpetrefen nur die Form desPotentials
und kdnnendeshalbnoch auf der Ebeneder klassischerPhysik diskutiertwerden.Die anschlieBende
guantenmechanischechnungkommtdannohneNaherungermus.

Wie bei unserengrobenModell deseingesperrtertlektronswahlenwir einendreidimensionaleka-
stenférmigenPotentialtopfmit unendlichhohenPotentialwandenAndersals vorher passerwir den
Potentialtopfdem Coulomb-Potentiahbernun besseran: Wir variierendie Breite 2R und die Ener
giediferenz;, zwischendem,Boden"” desPotentialtopfaund dem Enegienullpunkt(Abb. 9.9). Diese
Parametemwerdensogewahlt, dassderPotentialtopfmdglichstgut auf dasCoulomb-Potentialpasst".

UnsereAufgabebestehnundarin, mdglichst,gute” Wertefir die Parameter? und V, zu finden.Wie
bereitserwahnt,ist dazukeine Quantenphysikiotig. Wir kdnnendie Naherungam Beispieleinerklas-
sischerLadungermitteln.

(a) Ermitteln der Potentialtopf-Breite R
In der klassischerPhysik kann sich eine in einem Coulomb-PotentiagetundeneLadung (Enegie
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V(r)

Abbildung9.9: Coulomb-Potentialind Modellpotential

Fges < 0) nicht beliebig weit nachausserbevegen. Wie im Gravitationsfeld(z. B. beim senkrech-
ten Wurf) gibt esin einemgewissenAbstand R einenUmkehrpunkt.Er ist dadurchgekennzeichnet,
dassdie kinetischeEnegie Null ist; die Gesamtenglie I, ist danngleich der potentiellenEnegie
(Abb.9.10(a)):

62

Foes = ————
8es dregR’

(9.16)

odet nachR aufgeldst:

62

= 9.17
It 4meg Eges ( )

Die LagedesUmkehrpunkt$idangtalsovon derEnegie g ah
DamithatmaneineklassischéAbschatzundir denBereichgevonnenjnnerhalbdessersichdasElek-
tron aufhdlt.In unseremModell wird dasCoulomb-Potentiatlurch einenPotentialtopfder Breite 2R

ersetzt DasbedeutetinnerhalbdiesesBereichswird dasPotentialals konstantangenommerger Aus-
senbereichist fir dasElektronunzuganglicunendlichhohePotentialwande).

R +R r R %R | %R R r

—

E=E E=E

ges ges

Festlegung der Tiefe
des Potentialtops V,

Abbildung9.10:(a) Lageder Umkehrpunkte(b) Festlgenvon Vj.
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(b) Ermitteln der Potentialtopf-Tiefe V4
InnerhalbdesPotentialtopfhiatdasPotentiakinenkonstanteWert Vy. Wir miissemuneinegeeignete
Abschéatzundur V; finden.Esliegt nahe,V;, sozu wéhlen,dassesdie ,mittlere Tiefe* desCoulomb-
Potentialdarstellt.Hier ergibt sichzunachseine Schwierigkeitweil dasCoulomb-Potentiadm Null-
punktdivergiert. Wie soll manin diesemFall eine,mittlere Tiefe* bestimmenEs handeltsichjedoch
nicht um eineechteDivergenz,denndurchdie endlicheAusdehnungiesKernswird dasPotentialam
RanddesKerns,abgeschnittentind nimmt einenendlichenWert an?

Aus der Abbildung 9.10(a) kannmanersehendassder Wert von V, negativ und betragsmanigrofler
als Kz seinmuss Wir erhaltereineAbschatzungindemwir festlegen,dassV;, denWertdesCoulomb-
PotentialsanderSteIIe%R hat(Abb. 9.10(b)). Esgilt demnachEinsetzerder Formelfur R):

2
Vo = V (r: lR> vy r=-t ) (9.18)
2 2 4meg Fges

Benutzernwir denAusdruck(9.15)fur dasCoulomb-Potentiakergibt sich

2
Vo = e 9 dmeg Bges
0= .9,

4reg e?

(9.19)

unddasEndegebnisfir Vj lautet:
Vo = 2Fgeq = —2 | Fgeq| - (9.20)

Damitist die Tiefe desPotentialtopfgyegeniberdem Nullpunkt der Enegie festgelgt und alle Para-
meterunseredModell-Potentialdestimmt.Wir kbnnennunzur quantenmechanisch@&@erechnungler
Enegiewertelibegehen.

(c) Bestimmender Energiewerte

Wir fassenunserModell noch einmalzusammenZur ModellierungdesCoulomb-Potentialéir eine
LadungderEnegie F,., verwenderwir einendreidimensionalekRastenférmigerPotentialtopimit un-
endlichhohenPotentialwanderdesserBodensichbei Vy = 2, befindetunddesserKantenlange

62

R=2—C (9.21)
4meq | Fges|

ist. Die EnegieniveauseinesElektronsim dreidimensionalerPotentialtopfhabenwir bereitsvorher
berechne{Gleichung(9.14mit « = 2R)

h’r? 2 2 2 ;

Zur Vereinfachungoeschrankenmvir uns auf Zustandefir die n, = n, = n. = n, d. h. die keine
RichtungbevorzugenDie Enegieniveausnverdendann:

B2

E €S — AN oo
& 2m(2R)?

Eges =

-3n? + V.

Nun setzenwir die Parameter? undVj ein:

hin? deg) i B2,
Eges = 27’; -3n2-%+2Eges.

2Hier tauschtauchdie zweidimensional®arstellung.In Wirklichkeit handeltessich um ein dreidimensionaleBroblem.
Man berechnetienMittelwert desPotentialsnnerhalbeinerKugelmit RadiusR: V = - '[OR V(r) - 4xr?dr (Vi = Kugel-
volumen).Dasermgibt denendlicherWert Vo = 3/2 Fges.
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Bringt mandenletztenTermauf derrechtenSeitenachlinks, ergibt sich

72 h?(4reg)?

_ o 2 2
—3Fges = 3 7 el N Fges,

undnachKirzenvon E,. erhalterwir dasErgebnisfir die Enegienveausm Wasserstdatom:

4
__ 4 me 1 (9.23)

8T r2gp? (4meg)? n?’

Wie unsererstesgrobesModell sagtdiesesver
feinerte Modell die Quantisierungder Enegie
im Wasserstdatom voraus.Die Quantenzahh
durchlauft alle positiven ganzenZahlen (n =
1,2,3,...). Zu jedemWert von n gehdrtein

WertderEnegie unddamitein Zustanddendas nfg I -0.85eV
Elektroneinnehmerkann. = | -15eV
Die Abhangigkeit der Enegiewerte von der ]
Quantenzahk ist: =2 I 3.4 eV
1 -
Bges ~ ——. (9.24) i

Furalle Zustandeilt F,.s < 0, d. h.siesindge- L
bunden.Je gréRern wird, um so hoherist die -
Enegie. Fur groRen ruckendie Enegiewerte <
immer dichter zusammerund n&hernsich dem
Wert F,es = 0 (Abb. 9.11).DieseEigenschaften L
unseredModells werdenvon der exaktenquan- n=1 = -13,6 eV
tenmechanischeRechnungbestatigt. i

Die Enegiewerte,die sichmit derexaktenForm -
desPotentialsergeben,unterscheidersich vom
ErgebnisunsereModellrechnungim einenkon-

stanterFaktor4 /7% ~ 0, 4. DaskorrekteErgeb- Abbildung9.11: TermschemaesWasserstdatoms
nisfur die EnegieniveausdesWasserstdatomsist:

Im Wasserstoff-Atomkann das Elektr on die folgendenWerte der Gesamtenergieanneh-

ges 252( 1 )2 2, ( Y Y 9 ) (E'ZE)

Der Zustandmit n = 1, alsoderniedrigsterEnegie, ist der Grundzustand desWasserstdfAtoms. Er
liegtbei Fges = —13,6 eV.

SchlieRlichkdnnenwir die berechnete&negiewertenochmit dembeobachtete8pektrumdesWasser
stoffatomsverkniipfen(BalmerSpektrum Abb. 9.2). Licht wird emittiert, wenndasAtom einenUber
gangzwischenzwei Zustéander(z. B. von n = ny nachn = nj) macht.NachGleichung(9.2) ist die
Photonenengie i - f dabeigleichderDifferenzderbeidenEnegiewerte.Darauserhaltenwir:

hef= L(l—%). (9.26)

B2 (4meg)? n_% ni
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Dasentsprichigenauder BalmerFormel (9.1). DenWert der Rydbeg-Frequenkdnnenwir durchVer-
gleichderbeidenFormelnbestimmen:

me4

_ _ 15
fry = P = 3,2898 - 1017, (9.27)

in Ubereinstimmungnit dem Experiment DiesesZurlickfuhrendesempirischermitteltenWertes fr,,
auf eine Kombinationvon Naturkonstanteiist eine der grof3enLeistungendesquantenmechanischen
Atommodells.
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