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Kapitel 8

Der Wegzur Schrödinger-Gleichung

8.1 MathematischeBeschreibung von Quantenobjekten

Die allgemeinenZiele derPhysiklassensichin zweiKategorieneinteilen:ZumeinenmöchtemanEin-
sicht in die grundlegendenWirkungszusammenhängederNaturphänomenegewinnen.Diesermöglicht
ein qualitatives Verständnis der betrachtetenphysikalischenPhänomene.Ein Beispieldafür ist eine
dergrundlegendenErkenntnisseder klassischenMechanik:die Tatsache,dassdie gleicheGrundkraft,
die Gravitation, für dasHerabfalleneineslosgelassenenSteinswie auchfür die BewegungdesMondes
um die Erde verantwortlichist. Bei der zweitenKategorie handeltes sich um die quantitative Be-
schreibung derphysikalischenPhänomene.Die NewtonscheGleichungerlaubtes,die Bahnkurve für
dengeworfenenSteinunddie MondbewegungabzuleitenundausdenAnfangsbedingungendetaillierte
VoraussagenüberdaszukünftigeVerhaltenderObjektezu treffen.

In denvorangegangenKapiteln wurdenzahlreicheEinblicke in die GrundstrukturenderQuantenphy-
sik gewonnen.EswurdenBeispielebetrachtet,in denenQuantenobjektein einenbestimmtenZustand
gebrachtwurden.Dies geschah,indem man mit Hilfe einer geeignetenApparatureine Präparation
durchführte.Die Präparationdientedazu,bestimmtedynamischeEigenschaftenwie Ort, Impuls oder
Polarisationherzustellen.Es zeigtesichaberauch,dassesnicht immer möglich ist, Quantenobjekten
einebestimmte,klassischwohldefinierteEigenschaftzuzuschreiben.Die Besonderheitendesquanten-
mechanischenMessprozesseswurdenuntersucht,und eswurdedie Notwendigkeiteinerstatistischen
Beschreibungvon Quantenobjektengezeigt.

All diesfällt in denBereichderobenangesprochenenerstenKategorie:einqualititativesVerständnisder
physikalischenGrundzusammenhängezu gewinnen.Dies ist im BereichderQuantenphysikbesonders
wichtig, da dasVerhaltenvon Quantenobjektendrastischvon dem abweicht,was man im Licht der
VorerfahrungenausderklassischenPhysikfür selbstverständlichansieht.

Im folgendengehtesnun darum,einenEinblick in die quantitative Beschreibung von Quantenobjek-
tenzu gewinnen.Essoll eineersteEinführungin denformalenApparatderQuantenmechanikgegeben
werden,andermansieht,wie es„funktioniert“, dasbefremdlicheVerhaltenvon Quantenobjektenma-
thematischzu erfassen.Selbstwenn die Ergebnissevon Experimentenmit Elektronenoder Atomen
schwermit unsererVorstellungzu vereinbarensind odergar widersprüchlicherscheinen:Die Quan-
tenmechanikist in derLage,siemathematischabzuleiten.Alle bisherzu ihrer Prüfungdurchgeführten
experimentellenTestshatsiebestanden.

Die Möglichkeit,Quantenobjektemathematischzuerfassen,obwohlihr Verhaltenanschaulichnichtver-
ständlicherscheint,habenwir unsschoneinmalzunutzegemacht:Beim Doppelspalt-Experiment(Ab-
schnitt5.5)wurdendie ElektronendurchdieWellenfunktion

M CQD�j à�F beschrieben.Sieist eineFunktion
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Abbildung8.1:PräparationderEigenschaft„kinetischeEnergie“ durcheineBeschleunigungsspannung

desOrtesundderZeit, die sichwellenmäßigausbreitet.Beim DoppelspaltexperimentkonntedasAuf-
tretenvon Interferenzerscheinungendadurchverstandenwerden,dasssichdie von denbeidenSpalten
ausgehendenWellenüberlagern,ganzähnlichwie esbeiWasserwellenderFall ist.Auf deranderenSeite
wurdeder teilchenhafteNachweisderElektronenauf demSchirmdurchdie Wahrscheinlichkeitsinter-
pretationderWellenfunktionerklärt:Ihr Betragsquadratæ9çQèLéºêìëSíTçEè�îðï{é�ëSñ beschreibtdieWahrschein-
lichkeit , ein Elektronzur Zeit ï amOrt è auf demSchirmnachzuweisen.Der scheinbareWiderspruch
vonWellen-undTeilchencharakterderElektronenkonntedurchdietheoretischeBeschreibungvollkom-
menaufgeklärtwerden.

Mit der Wellenfunktionhabenwir einesder zentralenElementezur mathematischenErfassungvon
Quantenobjektenkennengelernt.Die Wellenfunktionbeinhaltetdie vollständigeInformation,die nach
der Quantenmechaniküber ein Quantenobjektzu erlangenist. Wie man die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit für ein Quantenobjektausder Wellenfunktionberechnet,ist schonbekannt.In denfolgenden
Abschnittenwird sichzeigen,wie manausihr AufschlussüberanderephysikalischeGrößengewinnt
undwie mansiein einfachenFällenim RahmenderQuantenmechanikbestimmenkann.Dabeiwerden
wir unsauf Beispielebeschränken,die mit reellwertigenFunktionenbeschriebenwerdenkönnen.

Zunächstsoll jedochaneinemBeispielgezeigtwerden,wie diemathematischeBeschreibungvonQuan-
tenobjektendurcheineWellenfunktionkonkretaussieht.Dazuwird daseinfachsteBeispielausgewählt,
nämlichein Ensemblevon Elektronen,die durchein Präparationsverfahrenin einenZustandmit be-
stimmterkinetischerEnergie gebrachtwurden.

8.2 Präparation von Elektr onenauf bestimmtekinetischeEnergie

Eine Möglichkeit, Elektronenin einenZustandmit bestimmterkinetischerEnergie zu bringen,bietet
dasfolgendeVerfahren:

Experiment 8.1: Eine Kathodenstrahlröhre wird ohne angelegte Anodenspannung betrieben.
Um die Kathode erscheint ein bläuliches Glimmen. Zwischen Kathode und Anode fließt kein
Strom. Nach Anlegen der Beschleunigungsspannung òÆó zwischen Kathode und Anode sieht
man einen geradlinigen Elektronenstrahl. Es fließt ein elektrischer Strom.

Die Elektronenwerdendurchdie anliegendeSpannungòÆó beschleunigt(Abb. 8.1).Der ersteTeil des
Versuchszeigt,dassdie ElektronenohnedieanliegendeBeschleunigungsspannungkeinenennenswerte
kinetischeEnergiebesitzen.NachdemDurchlaufenderBeschleunigungsstreckebesitzendieElektronen
die kinetischeEnergie ô·õ0öS÷øê&ù�òÆó . InnerhalbgeringerFehlergrenzenhabenalle Elektronen,die diese
Präparationsvorrichtungdurchlaufen,dieselbekinetischeEnergie. Sie bilden daherein Ensemblevon
Elektronen,dasauf kinetischeEnergie präpariertist. JedeseinzelneElektron,daszu diesemEnsemble
gehört,besitztdie Eigenschaft„kinetischeEnergie ôYõ0öS÷³ê%ù�ò “.
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Abbildung8.2:MomentaufnahmeeinerWellezueinembestimmtenZeitpunkt ï .
8.3 Wellenfunktion einesfr eienElektr ons

Mit demobigenPräparationsverfahrenkönnenwir ein Ensemblevon Elektronenmit bestimmterkine-
tischerEnergie präparieren.Wie kannmandieseElektronenmathematischbeschreiben?Wie siehtdie
Wellenfunktionaus,die ihnenzugeordnetist?Die ausanderenBereichenderPhysikbekanntenWellen
(z.B. SeilwellenoderLichtwellen)sindharmonischeWellen(räumlichfortlaufendeSinus-undCosinus-
funktionen).Esist naheliegend,die WellenfunktionderElektronenversuchsweiseebensoanzusetzen:

ílû õ0öS÷ çQè�î ï�é#ê%üþý ÿ�� ����� è �	� �
� ï�����������ý �
�
� è ��� �
� ï���� (8.1)

Dabeisind ü und � konstanteFaktoren.Der von ï abhängigeTermgibt die ZeitabhängigkeitderWelle
aneinembestimmtenOrt wieder. Abb. 8.2zeigtdie MomentaufnahmederWelle zu einembestimmten
Zeitpunkt ï .
In Gleichung(8.1) tauchtdastypischeKennzeicheneinerWelle, die Wellenlänge

�
auf.Bereitsin Ab-

schnitt5.3 habenwir dasWellenverhaltenvon Elektronenquantitativ erfasstund ihneneineWelle, die
de-Broglie-Wellenlänge � ê��� ê �� �
� ô·õ0öS÷ (8.2)

zugeordnet.Wir greifen nun auf diesesErgebniszurück und setzendiesenAusdruck in die Formel
(8.1)ein. Die Bedeutungvon

�
wird nunklar: Es ist die WellenlängederdenElektronenzugeordneten

Wellenfunktion.

Mit derAbkürzung �� ê ��� �
� erhaltenwir:

Die Wellenfunktion, die einem auf kinetische Energie  "!$#&% präparierten Ensemblevon
Quantenobjektenzugeordnetist, lautet:'"( !$#&%*),+.-0/21436587:9<;>=.? @BA  !$#&%CD E +GF6@�H /IKJML�NPO0Q 7R=S? @TA  !:#U%CD E +GF6@�H /IKJWV

(8.3)

8.4 Operatorenfür physikalischeGrößen

Im vorausgegangenenAbschnittwurdeuntersucht,wie Quantenobjektemathematischzu beschreiben
sind.Die Vorgehensweiseorientiertesich dabeian demin ExperimentenüblichenVerfahren:Um ein
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ExperimentanQuantenobjektendurchführenzukönnen,mussmansieerstin dengewünschtenZustand
bringen,d. h. einePräparation durchführen.In unseremFall wurdenElektronenmit einerBeschleuni-
gungsspannungsopräpariert,dasssiedie Eigenschaft„kinetischeEnergie“ besitzen.

Diesemexperimentellen„Herstellen“einesbestimmtenZustandsdurchPräparationentsprichtauf der
theoretischenSeitedie AngabeeinerWellenfunktion. Dies ist in Abb. 8.3 symbolisiert.Mit derWel-
lenfunktionkannmanein durchPräparationhergestelltesEnsemblevon Quantenobjektencharakteri-
sieren. DenElektronen,die mit einerBeschleunigungsspannung in einenZustandmit derEigenschaft
„kinetischeEnergie ô·õ�öS÷ “ gebrachtwurden,ist zurBeschreibungdie Wellenfunktion í û õ0öS÷ (Gleichung
(8.3))zugeordnet.

UmgekehrtkannmandiefolgendeexperimentelleSituationbetrachten:ManhateinaufkinetischeEner-
gie präpariertesEnsemblevon ElektronenvorliegenundmöchtedenWert der kinetischenEnergie er-
schließen.Im ExperimentgeschiehtdiesdurcheineMessung. Die ElektronentreffenaufeinMessgerät,
dieseszeigtnachderMessungdenWert derkinetischenEnergie an(Abb. 8.4(a)).

GleichermaßensolltemanauchausderWellenfunktion í û õ0öS÷ ermittelnkönnen,welchenWert der ki-
netischenEnergie daszugehörigeEnsemblebesitzt.Es sollte alsomöglich sein,wie in Abb. 8.4 (b)
dargestellt,mit Hilfe einermathematischenOperationausderWellenfunktion í û õ0öS÷ denWertvon ôYõ0öS÷
zuerhalten.Diesleistenin derQuantenmechanikdie Operatoren.

Mathematischer Einschub: Operatoren
Ein Operator ist die Anweisung, eine bestimmte mathematische Operation an der Wellenfunk-
tion í durchzuführen. Dabei kann es sich um so einfache Operationen wie die Multiplikation
mit einer Konstanten oder einer Funktion handeln oder um eine eher komplizierte Operation
wie die Differentiation.

Man symbolisiert die Anwendung eines Operators Xü auf die Wellenfunktion í durch die
Schreibweise XüÁí . Das „Dach“ über dem ü soll dabei deutlich machen, dass es sich um einen
Operator handelt. Ist Xü der Operator „Multiplikation mit der Konstanten Y “, so bedeutet XüÁí die
Anweisung „multipliziere í mit der Konstanten Y “:Xü³í steht für Y.Z�í[� (8.4)

Wenn X� der Operator „Differentiation nach è “ ist, heißt X� í „differenziere die Wellenfunktion í
nach è “: X� íTçEèLé steht für í]\�çQèLé#ê�^ íTçEèLé^ è � (8.5)

EKin = qUb

U
_

b

Präparation Wellenfunktion

ψEkin

Abbildung8.3:PräparationundWellenfunktion
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Abbildung8.4:AnalogiezwischenMessungundAnwendungeinesOperators

Man kann auch kurz schreiben X� ê ^^ è (8.6)

und meint damit, dass X� , angewandt auf eine beliebigen Wellenfunktion, die Anweisung zur
Differentiation nach è bedeutet.

8.5 Der Operator der kinetischenEnergie

Mit demKonzeptdesOperatorsist esmöglich, die eingangsgestellteFragezu bearbeiten:Wie kann
manausderWellenfunktionfür auf kinetischeEnergie ô·õ�öS÷ präparierteElektronen

í û õ0öS÷ çEè�îðï{é#ê%üþý ÿ�� = � ��� ôYõ0öS÷�� Zkè � �
� ï� J ��������ý = � ��� ôYõ0öS÷�� Z�è � ��� ï� J � (8.7)

denWert der kinetischenEnergie gewinnen?Gesuchtist ein Operator Xô·õ�öS÷ , dernachAnwendungauf
die Wellenfunktion í û õ0öS÷ denWert ô·õ�öS÷ liefert. Wie könntedieskonkretaussehen?

DirektesAuflösenvon (8.7)nachô·õ0öS÷ funktioniertnicht,dennô·õ0öS÷ stehtim ArgumentderSinus-bzw.
Kosinusfunktion. SelbstwenneinederKonstantenü oder � Null wäreundmandie inversenWinkel-
funktionenanwendenkönnte,würdedieszu einermathematischhöchstverwickeltenRechenvorschrift
führen.Dies widersprächedemphysikalischenEinfachheitsprinzip: GrundlegendephysikalischeGrö-
ßenwie die kinetischeEnergiesolltendurcheinfachemathematischeOperationendargestelltwerden.
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Abbildung8.6:WirkungdesOperators XôYõ0öS÷ aufdie Wellenfunktion í û õ�öS÷ .

DasdirekteAuflösennach ô õ0öS÷ führt alsonicht zum Ziel. Anscheinendmussder Operator Xô õ�öS÷ den
WertderkinetischenEnergieaufandereWeiseliefern.Die folgendeÜberlegungkannunsweiterhelfen:
Zunächsthaltenwir fest, dassdie AnwendungeinesOperatorsauf eine Wellenfunktionwieder eine
Wellenfunktionergibt. Zum Beispielergibt die AnwendungdesOperators X�[ê yy{z auf die FunktioníTçEèLélê%üþý ÿ���çQèLé eineneueFunktion ü�����ý çQèLé . Diesist in Abb. 8.5symbolisiert.

Waskönntedie Wellenfunktionsein,die sich durchAnwendendesOperators Xô·õ�öS÷ auf í û õ0öS÷ ergibt?
Die Wellenfunktion í û õ0öS÷ repräsentiertein Ensemblevon Elektronen,dasdie Eigenschaft„kinetische

Energie“ besitzt. Die plausibelsteAnnahmeist,dassderOperator Xô õ�öS÷ dieseWellenfunktionweitgehend
unverändertlässt.(Als Analogiedenkemanan denNewtonschenPrismenversuchin Kapitel 2 zurück
(Abb. 2.3): Dasmit Prismaund Blendeauf die Eigenschaft„Wellenlänge“präparierteLicht wurdein
einemzweitenPrismanicht weiter aufgefächert:Es blieb unverändert.)Da die Wellenfunktion(8.7)
nur bis auf konstanteFaktorenfestgelegt ist, ist diesdannder Fall, wenn XôYõ0öS÷�í û õ0öS÷ sich von í û õ�öS÷
höchstensumeinenkonstantenVorfaktorunterscheidet,alsoproportional zu í û õ�öS÷ ist:XôYõ0öS÷ í û õ�öS÷}| í û õ�öS÷ � (8.8)

Wir stellenalsoandenOperatorderkinetischenEnergie zweiForderungen(Abb. 8.6):~ Die AnwendungdesOperators Xô·õ�öS÷ auf die Wellenfunktion í û õ0öS÷ soll diesebis auf konstante
Faktorenreproduzieren.~ Essoll dabeidie InformationüberdenWertderkinetischenEnergie geliefertwerden.
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EinemathematischeOperation,welchedie Sinus-undKosinusfunktionenin derWellenfunktion í û õ�öS÷
reproduziert,ist die Ableitung. Dif ferentiationvon ý ÿ���çEèLé führt zum Kosinus,nochmaligeAbleitung
wiederzurückzu

� ý ÿ���çEèGé . Soergibt sichz. B. für denerstenTermaus(8.7)nacheinmaligerAbleitung:^^ è�� ýðÿ�� = � ��� ô õ0öS÷�� Z�è � ��� ï� J.� ê � �
� ô õ0öS÷�� � ����ý = � ��� ô õ0öS÷�� Z�è � ��� ï� J.� � (8.9)

NochmaligeAbleitungliefert:^ ñ^ è ñ � ý ÿ�� = � �
� ô õ0öS÷�� Zkè � �
� ï� J]� ê � �
� ô õ0öS÷�� ñ � ý ÿ�� = � �
� ô õ�öS÷�� Z�è � �
� ï� J.� � (8.10)

Für den Kosinus-Term in (8.7) gilt eine entsprechendeGleichung,so dassdie Wellenfunktionnach
zweimaligerDif ferentiationin derTatbisauf einenFaktorreproduziertwird:^ ñ^ è ñ í û õ�öS÷ çQèLé#ê � �
� ô·õ0öS÷�� ñ Z�í û õ0öS÷ çEèLé2� (8.11)

Damit ist die erstederbeidenForderungenerfüllt. Multiplizieren wir beideSeitenderGleichung(8.11)
mit

� �� ñ � ç �
� é , ergibt sich: � �� ñ�
� ^ ñ^ è ñ í û õ�öS÷ çEèLé#ê%ô·õ0öS÷	Z�í û õ0öS÷ çEèLé2� (8.12)

Der Operator, der auf der linken SeitedieserGleichungauf die Wellenfunktionwirkt, erfüllt beide
Forderungen,die wir andenOperatorderkinetischenEnergie gestellthaben.Er reproduziertnicht nur
die Wellenfunktion í û õ0öS÷ , sonderngibt auchdenWert der kinetischenEnergie an: ôYõ0öS÷ ist geradeder
Proportionalitätsfaktorauf derrechtenSeite.Wir schließenalso:

Der OperatorderkinetischenEnergie ist� !:#U% 3�F CD��@TA � �� + � V (8.13)

Wendet man ihn auf eine Wellenfunktion
' ( !$#&% an, die eine Ensemblevon Quanten-

objekten mit bestimmter kinetischer Energie beschreibt, wird die Wellenfunktion repro-
duziert; der Proportionalitätsfaktor gibt denWert derkinetischenEnergiewieder:� !$#&% ' ( !$#&% 3  !$#&% E ' ( !:#U% (8.14)

In der letztenGleichungist zu beachten,dass Xô·õ�öS÷ auf derlinken Seiteein Operator ist (d. h. eineAn-
weisung,einemathematischeOperationan einerWellenfunktiondurchzuführen),ô õ0öS÷ auf der rechten
SeitedagegeneineZahl, die denWert der kinetischenEnergie angibt,denwir bei Messungenan den
ElektronendiesesEnsemblesfinden.
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8.6 Eigenwertgleichung

Mit demOperatorderkinetischenEnergie habenwir ein systematischesVerfahrengefunden,denWert
der kinetischenEnergie auseinerWellenfunktion í û õ0öS÷ zu ermitteln.Wenndasdie einzigeAufgabe

wäre,zudermandenOperator Xô õ�öS÷ benutzenkönnte,wärederAufwandim VerhältniszumNutzenrecht
hoch.AberOperatorenfür physikalischeGrößenhabenin derQuantenmechaniknochandereAufgaben.
Sie erlaubenes,auf die Fragezurückzukommen,ob und wannmanQuantenobjekteneinebestimmte
dynamischeEigenschaft zuschreibenkann. DieseFragehattesichbei denExperimentenmit einzelnen
Photonenin Kapitel 2 unddenDoppelspaltexperimentenin Kapitel 5 alseinesderzentralenElemente
erwiesen,dasdie Quantenmechanikvon derklassischenPhysikunterscheidet.Mit derBenutzungvon
Operatoren,die auf Wellenfunktionenangewendetwerdenkönnen,lässtsichdiesesProblemnunauch
aufdertheoretischenEbeneangehen.

Im letztenAbschnittwurdederOperatorderkinetischenEnergie nur auf Wellenfunktionenvon Quan-
tenobjektenangewendet,die die Eigenschaft„kinetischeEnergie“ wirklich besitzen(alsoaufkinetische
Energiepräpariertwurden).Esgibt auchQuantenobjekte,diedieseEigenschaftnicht besitzen. Waspas-
siert,wennman Xô·õ�öS÷ auf eineWellenfunktion íTçEèLé anwendet,die solcheQuantenobjektebeschreibt?

Beispiel (Gaußsche Wellenfunktion): Betrachten wir die Wellenfunktion

í*���,�����<��� |����������0�����U�� � � î (8.15)

die ein Ensemble von Quantenobjekten beschreibt, das die Eigenschaft kinetische Energie
nicht besitzt. Sie hat die Form einer Gaußschen Glockenkurve. Nach Gleichung (5.12) gibt¡ í4�¢�£� ¡ ñ die Wahrscheinlichkeit dafür an, ein Quantenobjekt am Ort � nachzuweisen. í*���,���0�¢���
beschreibt also eine um den Ort �T¤ zentrierte Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der Breite ¥ .

Wendet man XôYõ0öS÷ auf diese Wellenfunktion an, ergibt sichXô·õ�öS÷�í*���,�����¢�£�*¦ � �� ñ�
� ^ ñ^ � ñ �0�.�������{���&�� � � ¦ � �� ñ��� = �¢� � �B¤:� ñ¥�§ � ¨¥ ñ J �0�.�������{�,�U�� � � � (8.16)

Dies kann nicht in der Form Xô õ�öS÷ í ���,��� �<���*¦�©[���Òý«ª¬
��ª,®¯Zkí ���,��� �¢��� geschrieben werden.

In denbeidenbisherbetrachtetenBeispielenhatsichgezeigt:EineWellenfunktion,dieQuantenobjekten
mit derEigenschaft„kinetischeEnergie“ entspricht,wird bei AnwendungdesOperators Xô·õ�öS÷ reprodu-
ziert. Für eineWellenfunktion,die QuantenobjekteohnedieseEigenschaftbeschreibt,ist dasnicht der
Fall. Diesgilt nicht nur für diesebeidenspeziellenBeispiele,sondernist eineallgemeineTatsache:

Wenn XôYõ0öS÷ auf eineWellenfunktion °4�¢�£� angewandtwird unddasErgebnisnicht proportionalzu °4�¢�£�
selbstist, besitzendie durch °"�<��� beschriebenenQuantenobjektedie Eigenschaft„kinetischeEnergie“
nicht. Misst mananeinemEnsemblesolcherQuantenobjektedie kinetischeEnergie,erhältmankeinen
einheitlichenMesswert,sonderndie Messwertestreuen(vgl. Abschnitt7.3).

Wenndagegen Xô õ0öS÷ °4�¢��� proportionalzu °4�¢�£� ist, besitzendie Quantenobjektedie Eigenschaft„kine-
tischeEnergie“. Mansagtin diesemFall, dassdie Eigenwertgleichung XôYõ0öS÷±°4�¢���²¦%ô·õ�öS÷.Z°4�¢�£� erfüllt
ist. Die Zahl ô·õ�öS÷ , die denWert der kinetischenEnergie angibt,nenntmandenEigenwert derkineti-
schenEnergie.Bei einerMessungderkinetischenEnergiewird dieserWert in jedemFall gefunden.Die
Messwertestreueninnerhalbdesdurch °4�¢�£� beschriebenenEnsemblesnicht.
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Abbildung8.7:EigenwertgleichungalsMaschine

Mit dem Operator
� !:#U% kann man die Frage beantworten: Besitzendie Quantenobjekte,

dievon einer bestimmtenWellenfunktion
' ),+]1 beschriebenwerden,die Eigenschaft„kine-

tischeEnergie“ odernicht?Å Wenn die Wellenfunktion die Eigenwertgleichung� !$#&% ' ),+]1Æ3  !$#&% E ' ),+]1 (8.17)

erfüllt, besitzendie Quantenobjekte tatsächlich die Eigenschaft„kinetische Energie“.
Der Wert der kinetischen Energie, den man den Quantenobjekten in diesemFall zu-
schreiben kann, wird durch den Proportionalitätsfaktor  !:#&% (den Eigenwert der ki-
netischenEnergie)angegeben.Å Ist die Eigenwertgleichungnicht erfüllt, besitzendie durch

' ),+]1 beschriebenenQuan-
tenobjektedie Eigenschaft„kinetische Energie“ nicht.

Natürlich gilt dies nicht nur für die Eigenschaft„kinetischeEnergie“, sondernauchfür alle anderen
dynamischenEigenschaften(z. B. Impuls).Zu jederdynamischenEigenschaftü gehörteinOperator Xü .
Man kannentscheiden,ob Quantenobjekte,die durcheineWellenfunktion ° beschriebenwerden,die
Eigenschaftü besitzen,indemmandie zugehörigeEigenwertgleichungXü[°W¦�Ç�¤:° betrachtet.

Man kann die Eigenwertgleichunganschaulichals eine Art „Maschine“ auffassen(Abb. 8.7). Wenn
maneineWellenfunktion ° in die Maschine„füttert“, zeigtsiean,obQuantenobjekteim Zustand° die
Eigenschaftü besitzenodernicht.Dazuwird getestet,ob Xü	° proportionalzu ° ist. LautetdieAntwort
„ja“, zeigtdie MaschinezusätzlichdenWertvon ü an(dieProportionalitätskonstante Ç ¤ ).
8.7 Operator der Gesamtenergie

Mit der Eigenwertgleichunghabenwir einesystematischeMethodegefunden,um herauszufinden,ob
QuantenobjekteeinebestimmtedynamischeEigenschaftbesitzenodernicht.Bisherkonntenwir sienur
für einenOperator– denderkinetischenEnergie – anwenden.
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EinedynamischeEigenschaft,die in derQuantenmechanikeinebesondersgroßeRollespielt,ist dieGe-
samtenergie. In derklassischenPhysikist die Gesamtenergie ôÄÈ,ÉËÊ die SummeauskinetischerEnergieô·õ�öS÷ undpotentiellerEnergie Ì . Die Frageist: Wie siehtderquantenmechanischeOperatorfür die Ge-
samtenergie aus?Im Fall derkinetischenEnergie enthieltderOperatordie Anweisungzurzweimaligen
Dif ferentiation.Gilt für diepotentielleEnergieetwasÄhnliches?WelcheFormbesitztderentsprechende
Operator?

Um auf die Gesamtenergie zu kommen,reicht esnicht mehraus,wie bisherfreie Elektronenzu be-
trachten.Wir müssenElektronenin einemPotential untersuchen.Dazubetrachtenwir einenmöglichst
einfachenFall: Elektronenbewegensich in einemkonstantenPotentialund werdenauf einerkurzen
Streckebeschleunigt.Anschließendist dasPotentialwiederkonstant(Abb. 8.8).

Experiment 9.1 (Gedankene xperiment): Wir betrachten Elektronen, die auf feste kinetische
Energie ô (I)õ0öS÷ präpariert worden sind (indem sie z. B. eine Beschleunigungsspannung durchlau-
fen haben, vgl. Abschnitt 8.2). In der Region I in Abb. 8.8 besitzen sie diese Eigenschaft. Der
Elektronenstrahl durchläuft nun eine weitere Beschleunigungsspannung ò (Region II in Abb.
8.8), so dass die Elektronen anschließend in Region III eine andere kinetische Energie ô (III)õ0öS÷
besitzen.

Der Potentialverlauf ist in Abb. 8.9 dargestellt.In denRegionenI und III hatdasPotentialeinenkon-
stantenWert,denneswirkt keineBeschleunigungsspannung.Insgesamtgilt:~ RegionI: DasPotentialhatdenkonstantenWert ÌÍ�¢���Ä¦ÏÎ . Die Elektronenbesitzendie Eigen-

schaft„kinetischeEnergie“. Ihr Wert ist ô (I)õ�öS÷ .~ RegionII: Die Elektronenwerdendurchdie angelegteSpannungbeschleunigt.ÜberihreEigen-
schaftenlässtsichkeineAussagemachen.~ RegionIII: DasPotentialhatdenkonstantenWert ÌÍ�¢���*¦�Ì£¤ mit Ì£¤4ÐÑÎ . DadieBeschleunigung
durcheineSpannungeinVerfahrenzurPräparationderEigenschaft„kinetischeEnergie“ darstellt,
besitzendie auslaufendenElektronenin Region III dieseEigenschaft.Ihr Wert ist ô (III)õ�öS÷ .

Mit Hilfe dieserBeziehungenkönnenwir unsdie Wellenfunktionvon Quantenobjektenin einemkon-
stantenPotential(alsoin derRegion III) erschließen.Wir nutzendazuaus,dassdie Elektronensowohl
in derRegion I als auchin der Region III die Eigenschaft„kinetischeEnergie“ besitzen.Die Wellen-

Ò ÓÓÓ
Ô ÕÖ ×�Ø ÙÚ�Û ÜÝ�Þ�ßTà0áTÞ�á
âäã åçæèTé:êëíì�î ï ð ñ¯ò óõô]ó÷ö

ø ù&ùUùûú
ü«ü

ý þûÿ

Abbildung8.8: Auf kinetischeEnergie präparierteElektronendurchlaufennochmalseineBeschleuni-
gungsspannung
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Abbildung8.9:Potentialverlaufin denRegionenI – III.

funktonfür Elektronenmit dieserEigenschaftist abernachGleichung(8.7) bekannt.In Region III gilt
demnach: ° (III) �<�����{�±¦ßü<ýðÿ�� ���� �
� ô (III)õ�öS÷�� Z � � �
� ��

(III)

	
 ���$�:��� (8.18)

(derEinfachheithalberbetrachtenwir nur denerstenTermvon Gleichung(8.7); für denzweitenTerm
verläuftdie Rechnunganalog).

Nun könnenwir die kinetischeEnergie ô (III)õ0öS÷ in dieserGleichungdurchdie Gesamtenergie ausdrücken.
Dennwie in derklassischenPhysikgilt nachdemEnergieerhaltungssatz:

ôÄÈ,É Ê±¦ ô (I)õ0öS÷ �ÑÎ� �� �
Gesamtenergie in derRegionI � ��� z���� ¤ ¦ ô (III)õ�öS÷ ��Ì ¤� �� �

Gesamtenergie in derRegionIII

(8.19)

Fürdie kinetischeEnergie in Region III gilt also:

ô (III)õ0öS÷ ¦%ôÄÈ,É Ê � Ì ¤ (8.20)

Wir könnendiesin die Wellenfunktion° (III) einsetzenunderhaltenalsErgebnisfür dieWellenfunktion
für ein Ensemblevon Elektronenim konstantenPotential ��� :° (III) �¢�����{�±¦%üþý ÿ�� ���� �
� �Eô È,É Ê � Ì£¤���� Z�� � ��� ��

(III)

	
 ���:�:��� (8.21)

Mit diesemResultatkönnenwir zur nächstenFragekommen:Wasist derOperator der Gesamtener-
gie? Gesuchtist ein Operator, derbei Anwendungauf die Wellenfunktion(8.21)denWert derGesamt-
energie liefert. Er soll die Gleichung Xô È«É Ê ° (III) ¦%ô È,É Ê Z$° (III) (8.22)

erfüllen.Um denOperatorder kinetischenEnergie zu finden,habenwir die Wellenfunktionzweimal
differenziert.Versuchenwir mit ° (III) dasgleiche,ergibt sich:^��^ � � ° (III) ¦ � �
��� � �Qô È,ÉËÊ � Ì£¤:�±Z$° (III) � (8.23)
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Multiplikation mit
� �� � � � �
� � liefert:� �� ��
� ^ �^ � � ° (III) ¦Ï�Qô È,ÉËÊ � Ì£¤:�±Z$° (III) � (8.24)

Bringt mannunnochdenTerm Ì£¤�Z$° (III) auf die linke Seite,hatdie Gleichungdie gewünschteForm:� � �� ��
� ^ �^ � � ��Ì£¤ � ° (III) ¦ßô È,ÉËÊ Z:° (III) � (8.25)

Wir könnenandieserGleichungdurchVergleichmit (8.22)denOperatorderGesamtenergieablesen.Es
ist derin eckigenKlammernstehendeAusdruck.In unseremBeispielhandelteessichum ein räumlich
konstantesPotential: ÌÍ�¢����¦ Ì£¤W¦ constfür � in der Region III. Das Ergebnisgilt aberauchfür
allgemeinerePotentiale,wennman Ì£¤ durch Ì �¢��� ersetzt.

Der OperatorderGesamtenergieist�  �"!�# 3�F CD �@BA � �� + � L � ),+]1 V (8.26)

Er setzt sich aus dem Operator der kinetischen Energie und dem Operator der poten-
tiellen Energie zusammen:

� �"!�# 3 � 4!$#&% L � %$'&"( . Dabei entspricht der Operator
� )$'&"(

einfachder Multiplikation der Wellenfunktion mit � ),+]1 .
8.8 Die Grundgleichung der Quantenmechanik

Zustände,in denendie Antreffwahrscheinlichkeit
¡ °4�¢��� ¡ � sichzeitlich nicht verändert,spieleneinebe-

sondersgroßeRolle in derQuantenmechanik.BeispieledafürsinddergleichmäßigeFlussvonElektro-
nenin einemKathodenstrahlunddieZustände,dieElektronenin Atomeneinnehmen.Mannenntsolche
Zuständemit einerzeitunabhängigenAntreffwahrscheinlichkeitstationäreZustände.

Quantenobjektein stationärenZuständentauschenwegenihrer ZeitunabhängigkeitkeineEnergie mit
ihrer Umgebung aus.Sie besitzenalso einenzeitlich konstantenWert der Energie (d. h. sie besitzen
die Eigenschaft„Gesamtenergie“. Der Grund,warumdieserEigenschafteinesogroßeBedeutungin
derQuantenmechanikzukommt,ist: Um diestationärenZuständevonQuantenobjektenzufinden,muss
manZuständemit derEigenschaft„Gesamtenergie“ suchen.

Wie findetmanZuständemit einerbestimmtenGesamtenergie?In Abschnitt8.6 wurdeschonein Ver-
fahrengefunden,mit dem man entscheidenkann,ob eine Wellenfunktion °"�<��� Quantenobjektemit
einerbestimmtenEigenschaftbeschreibt:ManbetrachtetdieEigenwertgleichungfür dieseEigenschaft.
Deshalbmussman,um stationäreZuständezu finden,die Eigenwertgleichungder Gesamtenergie
betrachten: Xô È,É Ê °4�¢�£�*¦%ô È«É Ê Z:°4�¢���"� (8.27)

oder, wennman Xô È,ÉËÊ ausschreibt:� � �� ��
� ^*�^ � � ��ÌÍ�¢�£� � °4�¢�£�±¦%ô È,ÉËÊ Z:°4�¢��� (8.28)

Die Eigenwertgleichungfür dieGesamtenergie ist einederwichtigstenGleichungenin derQuantenme-
chanik.SieheißtSchrödinger-Gleichung.
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Ein Zustand mit zeitunabhängigerAntr effwahrscheinlichkeit + ' ),+]1 + � heißt stationärer
Zustand. Quantenobjekte in stationären Zuständen besitzendie Eigenschaft „Gesamt-
energie“. Ihr e Wellenfunktion

' ),+]1 erfüllt die Schrödinger-Gleichung, d. h. die Eigen-
wertgleichungfür die Gesamtenergie� F CD �@TA � �� + � L � ),+]1 � ' ),+]143   �"!�# E ' ),+]1 V (8.29)

Um die physikalischenZuständez. B. von Elektronenin Atomenzu ermitteln,mussmanWellenfunk-
tionenauffinden,die die Schrödinger-Gleichungerfüllen,wenndasjeweilige Potential Ì �<��� , dasdie
physikalischeSituationbeschreibt,vorgegebenist. Daherist die Schrödinger-Gleichungdie Grundglei-
chungderQuantenmechanik,vergleichbarmit derNewtonschenGleichungin derMechanik.

8.9 DasAuffinden stationärer Zuständemit der Schrödinger-Gleichung

Bisherhabenwir Eigenwertgleichungenals eine„Maschine“benutzt,um nachzuprüfen,ob eineWel-
lenfunktion , -/.10 die entsprechendeEigenschaftbesitzt (vgl Abb. 8.7). Statt sich nun verschiedene
Wellenfunktionenauszudenkenundeinenachderanderendurchzuprobieren,kannmanversuchen,die
Schrödinger-Gleichungdirektzu lösen,um diejenigenWellenfunktionenzu finden,die Ensemblesmit
derEigenschaft„Gesamtenergie“ beschreiben.Dabeigehtmanfolgendermaßenvor:

1. AnalysederphysikalischenSituation.DerersteSchrittbestehtdarin,dasPotential23-/.40 zufinden,
dasauf die betrachtetenQuantenobjekteeinwirkt. Als Beispielbetrachtenwir dasWasserstoffa-
tom: Hier bindetein lokalisierterKerngenauein Elektrondurchdie Coulomb-Kraftansich.Das
Potential,in demsichdasElektronbefindet,ist alsodasCoulomb-Potential(Abb. 8.10).25-/67098;: <=*>�?A@9B�C6 � (8.30)

2. EinsetzendesPotentialsin dieSchrödinger-Gleichung.DasPotentialwird nunin dieSchrödinger-
Gleichungeingesetzt.Man erhälteineGleichung,die , -/.10 erfüllen,muss,damit esdie Eigen-
schaft„Gesamtenergie“ besitzt.

3. Lösender Schrödinger-Gleichung In der Schrödinger-Gleichung DEGF�HJI , -/.10K8 EML�NPORQ , -/.40 ist
nur der Operator DE FSHTI vorgegeben.Die Wellenfunktion , -/.40 undauchderEigenwert

E FSHTI
sind

zunächstnochunbekannt.SiemüssendurchLösungderEigenwertgleichungaufgefundenwerden
(vgl. Abb. 8.11).Da derOperatorderGesamtenergie die Anweisungzur Dif ferentiationnach .
enthält,handeltessich bei der Schrödingergleichungum eineDiffer entialgleichung, d. h. um
eineGleichung,in demneben, -/.40 nochdie Ableitungen ,VUPU/-/.40 (und ggf. ,WUX-/.10 ) vorkommen.
DasLöseneinersolchenGleichungist oft nichteinfach.Dahermussmansichoft aufvereinfachte
ModellebeschränkenoderzuNäherungsverfahrengreifen.

DasLösenderSchrödingergleichungfür denhierbetrachtetenFall desWasserstoffatoms(d.h.einElek-
tron im Coulomb-Potential)ist mit unserenmathematischenMethodennichtzubewältigen.Wir müssen
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Abbildung8.10:Coulomb-Potential
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Operator derY
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gesucht

Eigenfunktion (gesucht)

Abbildung8.11:VorgehensweisebeimLösenderSchrödinger-Gleichung

unsdaheraufeinfachereSystemebeschränken,zuNäherungsverfahrengreifenodernumerischeMetho-
denbenutzen.Im folgendenAbschnittwird mit demunendlichhohenPotentialtopfeinSystembetrach-
tet, für daswir die Schrödinger-Gleichunglösenkönnen.DasWasserstoff-Atom wird in Abschnitt9.7
behandelt,wo wir ein Näherungsverfahrenbenutzen.

8.10 Elektr onenim Potentialtopf

Mit demAufstellenderSchrödinger-Gleichungist manderrealistischenBeschreibungvon Quantenob-
jektenein großesStücknähergekommen.UnserInteresserichtetsichhauptsächlichaufdasVerständnis
derElektronenin Atomen.DieseElektronenwerdendurchelektrischeAnziehungskräfte(beschrieben
durchdasPotentialdesKerns)in derUmgebungdesAtomkernsfestgehalten.Quantenobjekte,diedurch
ein PotentialaufeinenbestimmtenRaumbereicheingeschränktsind,nenntmangebunden.

QuantenobjektezeigeneineReihevon neuen,verblüffendenEffekten,wennsie in einenbeschränkten
Raumbereich„eingesperrt“werden.Dazugehörendie Quantisierung der Energie undderTunnelef-
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fekt. DiesePhänomenesollenin denfolgendenAbschnittenuntersuchtwerden.UmzunächsteinGespür
für die neuenEffektezu entwickelnunddie Umständezu verstehen,unterdenensieauftreten,soll zu-
ersteineinfachesModell für gebundeneElektronenbetrachtetwerden.In derFolgekönnenwir dannzu
komplizierterenundrealistischerenSystemenübergehen.

Als Prototyp für gebundeneSysteme,an dem

[
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c
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Abbildung 8.12:Potentialtopfmit unendlichhohen
Wänden

alle wesentlichenZügeschonklar hervortreten,
betrachtenwir Elektronen,die in einemPoten-
tialtopf gebundensind. Damit bezeichnetman
denin Abb. 8.12gezeigtenPotentialverlauf.Ein
Elektron ist in einenRaumbereichder Breite �
eingesperrt,ausdemesnicht entkommenkann:
Die „Wände“ desPotentialtopfsbilden eineun-
durchdringlicheBarriere;dasPotentialgehtdort
gegen Unendlich.Im Innern desPotentialtopfs
(d. h. für ����.���� ) sollen dagegen auf die
ElektronenkeineKräfte einwirken.DasPotenti-
al besitzthiereinenkonstantenWert 2 @ .
DiesesModellpotential ist nicht nur besonders
einfach; es beschreibtauch durchausphysika-
lisch realistischeSysteme.Zum Beispiel kann
manElektronenin einemHalbleitermaterialmit
„Potentialwänden“ausIsolatormaterialeinsper-
ren.Die modernenTechnikenderHalbleiterher-
stellungerlaubenes,Strukturenim Nanometer-
bereichzu erzeugen.So kannmanElektronenin allen drei Raumdimensioneneinsperren(„Quanten-
punkte“)odersieauf eineRaumdimensionbeschränken(„Quantendrähte“).DasModell desPotential-
topfs (daswir hier zunächstin einereinzigenRaumdimensionbetrachten)beschreibtdas„Einsperren“
derElektronenquantitativ.

Nachdemwir denPotentialverlaufin derbetrachtetenphysikalischenSituationfestgelegt haben,können
wir unsereerstenErfahrungenbeimLösenderSchrödinger-Gleichungsammeln.Im InnerndesPotenti-
altopfslautetdie Gleichung(8.28):� :��� C�u� ��C� . C � 2 @S� ,�-�.40�8 EMFSHTI�Q , -/.10"�h-/0 (8.31)

odernachUmformung: � C� . C , -/.40�8;: �u��� C - EGF�HJI :�2 @ 0�, -/.10�� (8.32)

Bei
E F�HTI

und 2 @ handeltessichumKonstanten.Gesuchtist alsoeineFunktion ,�-�.40 , die nachzweima-
ligem Ableitenbis auf Proportionalitätsfaktorenwiederin sichselbstübergeht.Mit SinusundKosinus
kennenwir zweisolcherFunktionen.Wir versuchenesalsomit demAnsatz,�-�.4098�� Q����s� -/��.40 (8.33)

mit zweinochoffenenKonstanten� und � . ZweimaligesAbleitendieserFunktionergibt� C� . C , -/.40�8;:M� C , -/.402� (8.34)
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DasEinsetzenin (8.32)führt aufdie folgendeBestimmungsgleichungfür � ::M� C Q ,�-�.40�8;: �u��� C - EGF�HTI :�2 @ 0 Q , -/.10 (8.35)

DieseGleichungist dannerfüllt, wenngilt::M� C 8;: �u��� C - EGF�HTI :�2 @ 0 (8.36)

oder ��8;  �u��� C - E F�HTI :¡2 @ 0�� (8.37)

DasErgebnisdieserRechnungist also:Die Funktion, -/.40�8�� Q"���s�¡¢£G¤ �u� - EMF�HJI :�2 @ 0�� .k¥¦ (8.38)

erfüllt die die Dif ferentialgleichung(8.31).EineanalogeRechnungzeigt,dassdie Kosinusfunktion, -/.40�8�� Q"§"¨u� ¢£G¤ �'� - EMFSHTI :¡2 @ 0�� . ¥¦ (8.39)

ebenfallseineLösungist.

Die Dif ferentialgleichung(8.31)beziehtsichnuraufdasInneredesPotentialtopfs.Damit , -/.10 wirklich
eine Lösungder Schrödingergleichungdarstellt,müssendie Potentialwändebei .�8©� und .;8ª�
berücksichtigtwerden.Sie garantieren,dassein Elektron nicht in den Aussenraumeindringenkann.
Die Wahrscheinlichkeit«P, -/.40�« C , ein Elektrondort zu finden,ist Null. Als zusätzlicheBedingungandie
Wellenfunktionist alsozustellen,dasssieim AussenraumdesPotentialtopfsundanseinenWändenzu
Null wird. Insbesonderegilt alsRandbedingung:, -/.¬8��u098�� sowie , -/.R8��*098��T� (8.40)

DieseRandbedingungensind die gleichenwie bei einerbei .�8� und .®8¯� eingespanntenSaite.
Im Fall derSaitebildetensichstehendeWellen aus.Nur bestimmteWellenlängensindzulässig,denn
nur sie „passen“in dasIntervall der Länge � . EtwasAnalogesgilt für die Wellenfunktion , -/.40 . Die
Randbedingungen(8.40)stelleneinezusätzlicheForderungandie Wellenfunktionen(8.38)und(8.39)
dar, die nurbestimmteEnergiewertederElektronenim Potentialtopfzulassen.

Prüfenwir nach,wie dieRandbedingungenzuerfüllensind.Die Bedingung, -/.°8��u098�� wird vonder
Sinusfunktionautomatischerfüllt, währendsiefür dieKosinusfunktionunerfüllbarist. Letzterescheidet
alsoalsLösungderSchrödinger-Gleichungaus.

Damit die zweite Bedingung,, -/.®8��*058�� , erfüllt ist, mussdasArgumentder Sinusfunktionein
ganzzahligesVielfachesvon

>
sein.Esmussgelten:¤ �u� - E F�HTI :�2 @ 0�� �¬8�± Q > -/±58 < � � ��²��:����� 0"� (8.41)

oderaufgelöstnach
E

: E F�HTI 8 �� C > C�u� � C Q ± C � 2 @ � -/±58 < � � ��²��$����� 0�� (8.42)

75



ψ³ (x)

|ψ
´

(x)|2

ψ³ (x)ψ³ (x)

|ψ
´

(x)|2

|ψ
´

(x)|2

n=1 n=2 n=3

Abbildung 8.13: Wellenfunktionen(oben)und Wahrscheinlichkeitsdichten(unten)für die erstendrei
Zuständeim Potentialtopf

Die Energie der Elektronenim Potentialtopfkannnur die durchdieseGleichungzugelassenenWerte
annehmen.Diesist ein ganzzentralesErgebnisderQuantenmechanik.EsbesitztallgemeineGültigkeit:
GebundeneElektronenkönnennur bestimmteWerte der Energieannehmen.Im Fall desPotential-
topfswerdendiemöglichenEnergiewertedurchdieganzeZahl ± beschrieben,diemanalsQuantenzahl
bezeichnet.Zu jedemWert von ± gehörtein bestimmterWertvon

E
.

Die Energie von Elektronen in einem Potentialtopf der Breite µ mit unendlich hohen
Wänden ist quantisiert. Siekann nur die Werte¶)·¹¸ º»½¼u¾ ¼¿�À µ ¼KÁ'Â ¼%ÃÅÄ�ÆbÇ È Â ¸ÉËÊ ¿ Ê�Ì�Ê ÇuÇ'ÇoÍ (8.43)

annehmen,die durch die Quantenzahl Â gekennzeichnetwerden.

Die Wellenfunktionenfür die Zuständemit ±58 < � � ��² sindin Abb. 8.13obendargestellt.Die Analogie
mit denstehendenWellen bei der eingespanntenSaiteist offensichtlich.Untenin der Abbildung sind
die entsprechendenWahrscheinlichkeitsdichten «P, -/.10�« C aufgetragen.

Als letztesmussdie bishernochunbestimmteKonstante� in derWellenfunktion(8.38)festgelegt wer-
den.Berücksichtigtmandie Wahrscheinlichkeitsinterpretation von «Î,�-�.40�« C , mussmandie Forderung
stellen,dassmanbeieinerMessungdasElektronmit Sicherheitirgendwoim Potentialtopffindenmuss.
Integriert mandie Wahrscheinlichkeitsdichte «P, -/.40�« C überdie gesamteBreitedesPotentialtopfs,muss
sichdaherdie Wahrscheinlichkeit1 ergeben:ÏKÐ@ «P, -/.10�« C � .R8 < � (8.44)

Auswer tung des Integrals: Um das Integral zu berechnen, vereinfachen wir zuerst das Argu-
ment der Wellenfunktion (8.38)mit Hilfe von Gleichung (8.41). Die Wellenfunktion wird damit, -/.4098�� Q����s�KÑ ± >� .kÒ	� (8.45)
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Wir haben also zu berechnen
Ï Ð@Ó� C Q����s� C Ñ ± >� . Ò � � . (8.46)

Das Integral kann man selbst berechnen (durch partielle Integration und Ausnutzen der Identi-
tät
���s� C . � §"¨u� C .38 < ) oder in einer Integraltabelle nachschlagen. Es ergibt sich:� C Ô <� .R: �=�> ± ���s� �u> ±Õ.� Ö Ð×�Ø @ � (8.47)

Nach Einsetzen der Integralgrenzen werden alle Terme bis auf einen zu Null und man erhält
als Ergebnis � C Q <� �£� (8.48)

die Konstante � soll so gewählt werden, dass dies zu 1 wird. Das ist der Fall, wenn�Ù8;Ú �� � (8.49)

Mit diesemWert für � könnenwir die vollständigeWellenfunktionnoch einmal zusammenfassend
hinschreiben:

Die stationären Zustände von Elektronen in einem unendlich hohen Potentialtopf der
Breite µ werdendurch folgendeWellenfunktionen beschrieben:Û · È�ÜWÍ ¸   ¿µÞÝàß/á Ñ Â ¾µ Ü Ò Ç È Â ¸âÉËÊ ¿ Ê�Ì�Ê ÇuÇ'ÇsÍ (8.50)
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