Tell 2:

Quantitatver Aufbaukurs
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Kapitel 8

Der Wegzur SchrodingerGleichung

8.1 MathematischeBeschribung von Quantenobjekten

Die allgemeinerZiele derPhysiklassersichin zwei Kategorieneinteilen:Zum einenmdchtemanEin-

sichtin die grundlegendenWirkungszusammenhéangker Naturphdnomengewinnen.Dies ermdglicht
ein qualitatives Verstandnis der betrachtetemphysikalischerPhanomenekin Beispiel dafiirist eine
der grundlegendenErkenntnissealer klassischerMechanik:die Tatsachedassdie gleicheGrundkraft,
die Gravitation, flr dasHerabfalleneineslosgelasseneBteinswie auchfir die BewegungdesMondes
um die Erde verantwortlichist. Bei der zweiten Kategorie handeltes sich um die quantitative Be-

schreibung der physikalischerPhanomeneDie NewtonscheGleichungerlaubtes,die Bahnkune fir

dengeworfenenSteinunddie Mondbevegungabzuleiterund ausdenAnfangsbedingungndetaillierte
VoraussageiiberdaszukinftigeVerhaltender Objektezu treffen.

In denvoranggangenKapiteln wurdenzahlreicheEinblickein die Grundstrukturerder Quantenphy-
sik gavonnen EswurdenBeispielebetrachtetin denenQuantenobjektén einenbestimmterZustand
gebrachtwurden.Dies geschahjndem man mit Hilfe einer geeigneterApparatureine Praparation
durchfiihrte Die Praparatiordientedazu,bestimmtedynamischeEigenschaftemwie Ort, Impuls oder
PolarisationherzustellenEs zeigte sich aberauch,dasses nicht immer mdéglich ist, Quantenobjekten
einebestimmte klassischwohldefinierteEigenschafzuzuschreiberDie Besonderheitedesquanten-
mechanischeMessprozessesurdenuntersuchtund eswurde die Notwendigkeiteiner statistischen
Beschreibngvon Quantenobjektegezeigt.

All diesfallt in denBereichderobenangesprochenearsterKategorie: einqualititativesVerstandnisler
physikalischerGrundzusammenhénge gewinnen.Diesist im Bereichder Quantenphysilbesonders
wichtig, da das Verhaltenvon Quantenobjektemrastischvon dem abweicht,was manim Licht der
VorerfahrungermusderklassischerPhysikfir selbsterstandlichansieht.

Im folgendengehtesnun darum,einenEinblick in die quantitatve Beschreiling von Quantenobjek-
tenzu gewinnen.Essoll eineersteEinfihrungin denformalenApparatder Quantenmechanigegeben
werden,andermansieht,wie es,funktioniert®, dasbefremdlicheVerhaltervon Quantenobjektema-

thematischzu erfassenSelbstwenn die Ergebnissevon Experimentermit Elektronenoder Atomen

schwermit unsererVorstellungzu vereinbarersind oder gar widerspriichlicherscheinenDie Quan-

tenmechanilist in derLage,sie mathematisclabzuleitenAlle bisherzu ihrer Priifungdurchgefihrten
experimentellerTestshatsiebestanden.

Die Mdglichkeit, Quantenobjektenathematisclau erfassenpbwohlihr Verhalteranschaulicmichtver-
standlicherscheinthabenwir unsschoneinmalzunutzegemachtBeim Doppelspalt-Experimer{Ab-
schnitt5.5)wurdendie Elektronerdurchdie Wellenfunktion «(z, t) beschrieberSieist eineFunktion
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| —— E..= qU,

Abbildung8.1: Praparatiorder EigenschaftkinetischeEnegie” durcheineBeschleunigungsspanngn

desOrtesundder Zeit, die sichwellenmafigausbreitetBeim DoppelspaltgperimentkonntedasAuf-

tretenvon Interferenzerscheinungetadurchverstandemwerden,dasssich die von denbeidenSpalten
ausgehendewelleniberlagernganzéahnlichwie esbeiWasserwellemerFall ist. Auf deranderergeite
wurdederteilchenhafteNachweisder Elektronenauf dem Schirmdurchdie Wahrscheinlichkeitsiter

pretationderWellenfunktionerklart: Ihr Betragsquadral(z) = |¢(z, t)|* beschreibtlie Wahrschein-
lichkeit, ein Elektronzur Zeit t am Ort 2 auf demSchirmnachzuweiserDer scheinbaraViderspruch
vonWellen-undTeilchencharaktederElektronerkonntedurchdie theoretisch®eschreibngvollkom-

menaufgeklartwerden.

Mit der Wellenfunktion habenwir einesder zentralenElementezur mathematischeirfassungvon
QuantenobjektekennengelerntDie Wellenfunktionbeinhaltetdie vollstéandigelnformation, die nach
der Quantenmechanikiber ein Quantenobjekizu erlangenist. Wie man die Aufenthaltswahrschat
lichkeit fir ein Quantenobjekausder Wellenfunktionberechnetist schonbekannt.In denfolgenden
Abschnittenwird sich zeigen,wie manausihr AufschlusstiberanderephysikalischeGréRRengewinnt
undwie mansiein einfacherfFallenim Rahmerder Quantenmechanikestimmerkann.Dabeiwerden
wir unsauf Beispielebeschréankerdie mit reellwertigenFunktionenbeschriebemverdenkénnen.

Zunachssoll jedochaneinemBeispielgezeigiwerdenwie die mathematischBeschreibingvon Quan-
tenobjekterdurcheineWellenfunktionkonkretaussiehtDazuwird daseinfachsteBeispielausgevahilt,
namlichein Ensemblevon Elektronen,die durchein Praparationssrfahrenin einenZustandmit be-
stimmterkinetischerEnegie gebrachiwurden.

8.2 Praparation von Elektr onenauf bestimmtekinetische Energie

Eine Mdglichkeit, Elektronenin einenZustandmit bestimmterkinetischerEnegie zu bringen,bietet
dasfolgendeVerfahren:

Experiment 8.1: Eine Kathodenstrahlréhre wird ohne angelegte Anodenspannung betrieben.
Um die Kathode erscheint ein blauliches Glimmen. Zwischen Kathode und Anode flief3t kein
Strom. Nach Anlegen der Beschleunigungsspannung U, zwischen Kathode und Anode sieht
man einen geradlinigen Elektronenstrahl. Es flief3t ein elektrischer Strom.

Die Elektronenwerdendurchdie anliegendeSpannung’/, beschleunig{Abb. 8.1). Der ersteTeil des
Versuchgeigt,dasgdie Elektronenohnedie anliegendeBeschleunigungsspanngkeinenennenswerte
kinetischeEnegie besitzenNachdemDurchlauferderBeschleunigungsstreebesitzerdie Elektronen
die kinetischeEnegie Fy;, = qUs. InnerhalbgeringerFehlegrenzenhabenalle Elektronendie diese
Préaparationsarrichtungdurchlaufen dieselbekinetischeEnegie. Sie bilden daherein Ensemblevon
Elektronen dasauf kinetischeEnegie prapariertist. JedesinzelneElektron,daszu diesemEnsemble
gehort,besitztdie Eigenschaft,kinetischeEnegie Fi;, = qU".
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Abbildung8.2: MomentaufnahmeinerWelle zu einembestimmterZeitpunktz.

8.3 Wellenfunktion einesfr eien Elektr ons

Mit demobigenPraparationserfahrenkdnnenwir ein Ensembleson Elektronenmit bestimmterkine-
tischerEnengie praparierenWie kannmandieseElektronenmathematiscloeschreibenWie siehtdie
Wellenfunktionaus,die ihnenzugeordneist? Die ausandererBereicherder PhysikbekannteWellen
(z.B. SeilwellenoderLichtwellen)sindharmonisch&Vellen(raumlichfortlaufendeSinus-undCosinus-
funktionen).Esist naheliggend,die Wellenfunktionder Elektronernversuchsweisebensanzusetzen:

) ) x t z t

VR, (¢, t) = Asin <27TX - 271'?) + Bcos <27TX - 271'?) . (8.1)
Dabeisind A und B konstantdraktoren.Dervont abhangigelermgibt die ZeitabhangigkeiterWelle
aneinembestimmterOrt wieder Abb. 8.2 zeigtdie MomentaufnahmeerWelle zu einembestimmten
Zeitpunktt.

In Gleichung(8.1) tauchtdastypischeKennzeichereinerWelle, die Wellenlange\ auf. Bereitsin Ab-
schnitt5.3 habenwir dasWellerverhaltenvon Elektronenquantitatv erfasstundihneneineWelle, die

de-Broglie-Wellenlange

h h
_h_ 8.2
A P V2mEg, ®.2)

zugeordnetWir greifen nun auf diesesErgebniszuriick und setzendiesenAusdruckin die Formel
(8.1) ein. Die Bedeutungron A wird nunklar: Esist die Wellenlangeder denElektronenzugeordneten
Wellenfunktion

Mit derAbkurzungh = h/2r erhaltenwir:

Die Wellenfunktion, die einem auf kinetische Energie Ey;, praparierten Ensemblevon
Quantenobjektenzugeordnetist, lautet:

V2m Eyin 2wt vV 2m Eyi, 2mt
— x + B cos B — .

[ r - ——

YE,;, (z,t) = Asin
(8.3)

8.4 Operatorenfir physikalischeGrol3en

Im vorausggangenerAbschnittwurde untersuchtwie Quantenobjektenathematisclzu beschreiben
sind. Die Vorgehensweiserientiertesich dabeiandemin ExperimenteniiblichenVerfahren:Um ein
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ExperimentanQuantenobjektedurchfiihrerzu kénnenmussmansieerstin dengewiinschterZustand
bringen,d. h. einePraparation durchfiihrenln unserentall wurdenElektronenmit einerBeschleuni-
gungsspannungp prapariertdasssiedie EigenschaffkinetischeEnegie” besitzen.

Diesemexperimentellen,Herstellen” einesbestimmtenZzustandsdurch Praparatiorentsprichtauf der
theoretischerSeitedie AngabeeinerWellenfunktion. Diesist in Abb. 8.3 symbolisiert.Mit der Wel-
lenfunktionkannmanein durchPraparatiorheigestelltesEnsemblevon Quantenobjektecharakteri-
sieren. Den Elektronendie mit einerBeschleunigungsspanngin einenZustandmit der Eigenschaft
.KinetischeEnegie Fi;," gebrach'wurden,istzurBeschreibmgdieWeIIenfunktion'z;’kain (Gleichung
(8.3)) zugeordnet.

Umgekehrkannmandie folgendeexperimentelleSituationbetrachtenMan hatein aufkinetischeEner
gie prapariertesEEnsemblevon Elektronenvorliegenund moéchtedenWert der kinetischenEnegie er-
schlieBenlm ExperimengeschiehtiesdurcheineMessung Die Elektronertreffen aufein Messgerét,
diesezeigtnachder MessunglenWert derkinetischerEnegie an(Abb. 8.4 (a)).

Gleichermal3esollte manauchausder Wellenfunktions g, . - ermittelnkonnen,welchenWert der ki-
netischenEnegie daszugehdorigeEnsemblebesitzt. Es sollte alsomdglich sein, wie in Abb. 8.4 (b)
dagestellt,mit Hilfe einermathematische@peratiorralusderWeIIenfunktionszkin denWertvon Fy;,
zu erhaltenDiesleistenin derQuantenmechanittie Operatoren.

Mathematischer Einschub: Operatoren

Ein Operator ist die Anweisung, eine bestimmte mathematische Operation an der Wellenfunk-
tion ¢» durchzufiihren. Dabei kann es sich um so einfache Operationen wie die Multiplikation
mit einer Konstanten oder einer Funktion handeln oder um eine eher komplizierte Operation
wie die Differentiation.

Man symbolisiert die Anwendung eines Operators A auf die Wellenfunktion ¢ durch die
Schreibweise Ai. Das ,Dach® tiber dem A soll dabei deutlich machen, dass es sich um einen
Operator handelt. Ist A der Operator ,Multiplikation mit der Konstanten ¢*, so bedeutet Ay die
Anweisung ,multipliziere 1> mit der Konstanten ¢*:

A steht fiir ¢ (8.4)

Wenn B der Operator ,Differentiation nach z*“ ist, heil3t B ,differenziere die Wellenfunktion 1

nach z*: .
By(z) stehtfur ¢'(z) = ”Z(m). (8.5)
L

EKin - qu

)

— W

Préaparation Wellenfunktion

Abbildung8.3: Praparatiorund Wellenfunktion
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O
We X O
Exin - EKin
1 1 1 |
Elektronen Wert der
mit der Eigenschaft MeRapperat fir kin. Energie
“kin. Energie” kin. Energie
(b)
W + X -+
B ~ a4 | Exn
f dx
Wellenfunktion ) Wert der
LIJEKin mathema'_usche Kin. Energie
Operation c

Abbildung8.4: AnalogiezwischerMessungund AnwendungeinesOperators

Man kann auch kurz schreiben J
B=— :
T (8.6)
und meint damit, dass B, angewandt auf eine beliebigen Wellenfunktion, die Anweisung zur

Differentiation nach z bedeutet.

8.5 Der Operator der kinetischenEnergie

Mit demKonzeptdesOperatorgst esmaoglich, die eingangsgestellteFragezu bearbeitenWie kann
manausderWellenfunktionfir auf kinetischeEnegie Fl;, praparierteElektronen

V2m FEyin 2mt V2m FEyin 2t
VR, (2,1) = Asin (% cx - %) + Bcos (% - %) .

(8.7)
denWert der kinetischenEnegie gewinnen?Gesuchtist ein Operator£n, der nachAnwendungauf
dieWeIIenfunktion@/JEkin denWert Ey;, liefert. Wie kdnntedieskonkretaussehen?

DirektesAuflésenvon (8.7) nachFy;, funktioniertnicht, dennFj;, stehtim Argumentder Sinus-bzw.
Kosinusfunktion Selbstwenneineder Konstantend oder B Null wareund mandie inversenWinkel-
funktionenanwenderkdnnte,wiirdedieszu einermathematisctéchstverwickeltenRechemorschrift
fuhren. Dies widersprachalem physikalischerEinfachheitsprirzip: GrundlegendephysikalischeGro-
Benwie die kinetischeEnegie solltendurcheinfadhe mathematisch®perationerdaigestelltwerden.
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Abbildung8.5: Veranschaulichunder Wirkung einesOperatoram Beispielder Differentiation

reproduziert W Exn

E kin I Ek'” liefert Wert von Egpn,

Abbildung8.6: Wirkung desOperatorsy, aufdie Wellenfunktiony, . .

Dasdirekte Aufldsennach Ey;, fiihrt alsonicht zum Ziel. AnscheinendnussderOperatorEkin den
WertderkinetischerEnegie auf anderéNeiseliefern. Die folgendeUberlegungkannunsweiterhelfen:
Zunachsthaltenwir fest, dassdie AnwendungeinesOperatorsauf eine Wellenfunktionwieder eine
Wellenfunktionemgibt. Zum Beispiel emibt die AnwendungdesOperatorsB = % auf die Funktion
1 (2) = Asin(z) eineneueFunktionA cos(z). Diesistin Abb. 8.5symbolisiert.

Was konntedie Wellenfunktionsein, die sich durch AnwendendesOperatorsF;, auf VR, €mibt?
Die Wellenfunktion<, . reprasentierein Ensemblevon Elektronendasdie Eigenschaftkinetische

Enegie“ besitzt Die plausibelstédnnahmast, dassderOperatorEkin dieseWellenfunktionweitgehend
urverandertasst.(Als Analogiedenkemanan denNewtonscherPrismerersuchin Kapitel 2 zuriick
(Abb. 2.3): Dasmit Prismaund Blendeauf die EigenschaftWellenlange“praparierteLicht wurdein
einemzweiten Prismanicht weiter aufgefachertEs blieb urverandert.)Da die Wellenfunktion (8.7)
nur bis auf konstanteFaktorenfestgelgt ist, ist diesdannder Fall, wenn Ekinu’vp,kin sichvon ¥, .
hochstensim einenkonstanten/orfaktorunterscheidetlsoproportiond zu ¢, , ist:

FAJkin‘wEkin ~ ‘lﬁEkin' (88)

Wir stellenalsoandenOperatorderkinetischerEnegie zwei Forderunger{Abb. 8.6):

e Die AnwendungdesOperatorsk;, auf die Wellenfunktion Vg, Soll diesebis auf konstante
Faktorenreproduzieren.

¢ Essoll dabeidie InformationiiberdenWertderkinetischerEnegie geliefertwerden.
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Eine mathematisch®perationwelchedie Sinus-und Kosinusfunktionin der Wellenfunktionyg, .
reproduziert,ist die Ableitung Differentiationvon sin(z) fuhrt zum Kosinus,nochmaligeAbleitung
wiederzuriickzu — sin(z). Soemjibt sichz. B. fir denersterTermaus(8.7) nacheinmaligerAbleitung:

d V2mEvin 27t 2mFPyin V2mEyin 27t
u [ (L}E e 7)] _ V2T [ (L}Z e 7)]  ®9)
NochmaligeAbleitungliefert:
d? . v 2mEyvin 2t 2mFPyin | . v 2mFEyin 2t
@ [Sln (T X — T)] —_ FLQ sSin T X — T . (810)

Fir den Kosinus-Ermin (8.7) gilt eine entsprechend&leichung,so dassdie Wellenfunktionnach
zweimaligerDifferentiationin der Tat bis auf einenFaktor reproduzierivird:

d? | 2m Fiin
@’VEkin(x) Y

P (2). (8.11)

Damitist die ersteder beidenForderungererfullt. Multiplizieren wir beideSeitender Gleichung(8.11)
mit —/?%/(2m), emibt sich:

h* d?
o 422 Vkin (7) = Pin - i, (2)- (8.12)

Der Operator der auf der linken Seite dieserGleichungauf die Wellenfunktionwirkt, erfullt beide
Forderungendie wir andenOperatorderkinetischenEnegie gestellthaben Er reproduziernicht nur
die WeIIenfunktiony’;Ekin, sonderrgibt auchdenWert der kinetischenEnegie an: F\;, ist geradeder
Proportionalitatsfakdr auf derrechtenSeite.Wir schlie3eralso:

Der Operatorder kinetischenEnergieist

Biin = ————. (8.13)

Wendet man ihn auf eine Wellenfunktion 1/)Ekin an, die eine Ensemblevon Quanten-
objekten mit bestimmter kinetischer Energie bescheibt, wird die Wellenfunktion repro-
duziert der Proportionalitatsfaktor gibt denWert der kinetischenEnergiewieder:

Ekin ’l/)EkiIl = Ekin ¢ ¢Ekil’l. (8.14)

In derletztenGleichungist zu beachtendassFy;, auf derlinken Seiteein Opentor ist (d. h. eine An-

weisung,einemathematisch@®perationan einerWellenfunktiondurchzuflhren) Fy;, aufderrechten
Seitedaggen eine Zahl, die denWert der kinetischenEnegie angibt,denwir bei Messungeran den
ElektronendiesesEnsembleginden.
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8.6 Eigenwertgleichung

Mit demOperatorderkinetischenEnegie habenwir ein systematischegerfahrengefundendenWert
der kinetischenEnegie auseiner Wellenfunktionyg, . - zu ermitteln. Wenndasdie einzige Aufgabe
ware,zu dermandenOperatorL'?kin benutzerkdnnte warederAufwandim VerhaltniszumNutzenrecht
hoch.Aber Operatoreriur physikalischesrof3erhabenn derQuantenmechanikochandereAufgaben.
Sie erlaubenes, auf die Fragezuriickzukommenob und wann man Quantenobjekterine bestimmte
dynamisbe Eigenstaft zustireibenkann DieseFragehattesich bei den Experimentermit einzelnen
Photonenn Kapitel 2 und denDoppelspaltgperimenterin Kapitel 5 als einesder zentralenElemente
erwiesengdasdie Quantenmechanikon der klassischerPhysikunterscheidetMit der Benutzungvon
Operatorendie auf Wellenfunktionenangavendetwerdenkdnnen Jasstsich diesesProblemnunauch
aufdertheoretischeftbeneangehen.

Im letztenAbschnittwurde der Operatorder kinetischenEnegie nur auf Wellenfunktionenvon Quan-
tenobjekterangevendetdie die EigenschaftkinetischeEnegie” wirklich besitzern(alsoaufkinetische
Enegie prapariertvurden).Esgibt auchQuantenobjektalie dieseEigenschafhicht besitzenWaspas-
siert,wennman Ey, aufeineWellenfunktion: (z) anwendetdie solcheQuantenobjekteeschreibt?

Beispiel (GauRsche Wellenfunktion): Betrachten wir die Wellenfunktion

(z—20)?

ijauB(m) ~e 202 (815)

die ein Ensemble von Quantenobjekten beschreibt, das die Eigenschaft kinetische Energie
nicht besitzt. Sie hat die Form einer Gaul3schen Glockenkurve. Nach Gleichung (5.12) gibt
|1r(z)|* die Wahrscheinlichkeit dafiir an, ein Quantenobjekt am Ort = nachzuweisen. ¥ ¢aus(z)
beschreibt also eine um den Ort 24 zentrierte Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der Breite o.

Wendet man F;, auf diese Wellenfunktion an, ergibt sich

: h? d? =)’ A2 —20)? 1 (—s0)?
Ekianallﬁ(x):__—e 2“0 = -0 M—— e 20?0 . (816)

2m dxz? 2m ot o2

Dies kann nicht in der Form Ekin¢Gauﬁ(x) = Konstante - ¥qaus(z) geschrieben werden.

In denbeidenbisherbetrachteteBeispielerhatsichgezeigt:Eine Wellenfunktion,die Quantenobjekten
mit der EigenschaftkinetischeEnegie* entsprichtwird bei AnwendungdesOperatorsFi;, reprodu-
ziert. Fur eineWellenfunktion,die QuantenobjektehnedieseEigenschafbeschreibtjst dasnichtder
Fall. Diesgilt nicht nur fir diesebeidenspeziellerBeispiele sonderrist eineallgemeineTatsache:

wenn Fin aufeineWellenfunktiony(z) angevandtwird und dasErgebnisnicht proportionalzu v (z)

selbstist, besitzendie durch(z) beschriebene@uantenobjektelie EigenschaftkinetischeEnegie*

nicht. Misst manan einemEnsemblesolcherQuantenobjektéie kinetischeEnegie, erhaltmankeinen
einheitlichenMesswert sonderrdie Messwertestreuen(vgl. Abschnitt7.3).

Wenndageen Eyi, ¥ (z) proportionalzu ¢ (z) ist, besitzerdie Quantenobjekteie Eigenschaftkine-
tischeEnegie*. Man sagtin diesenFall, dassdie Eigenwertgleichung Fiin 9 (2) = Fiin - ¥(z) erfillt
ist. Die Zahl Fy;,, die denWert der kinetischenEneigie angibt,nenntmandenEigenwert der kineti-
scherEnegie. Bei einerMessunglerkinetischerEnegie wird diesetWertin jedemFall gefundenDie
Messwertestreuerinnerhalbdesdurchy(z) beschriebeneBnsemblesicht.
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Anzeige des Eigenwerts

Abbildung8.7: Eigenwertgleichungls Maschine

Mit dem Operator Eyin kann man die Frage beantworten: Besitzendie Quantenobjekte,
die von einer bestimmten\ellenfunktion ¢ () beschrieberwerden,die Eigenschaft kine-
tischeEnergie" odernicht?

> Wenn die Wellenfunktion die Eigenwertgleichung
Eyin ¥(2) = Euin - ¥() (8.17)

erfullt, besitzendie Quantenobjekte tatsachlich die Eigenschaft,kinetische Energie*.
Der Wert der kinetischen Energie, den man den Quantenobjektenin diesemFall zu-
schreibenkann, wird durch den Proportionalitatsfaktor Ey;, (den Eigenwert der ki-
netischenEnergie) angegeben.

> Ist die Eigenwertgleichungnicht erfullt, besitzendie durch ) (z) beschriebenerQuan-
tenobjekte die Eigenschaft,kinetische Energie“ nicht.

Naturlich gilt dies nicht nur fir die Eigenschaftkinetische Enegie®, sondernauchfir alle anderen
dynamischerEigenschaftelz. B. Impuls).Zu jederdynamischerEigenschaftd gehdrtein OperatorA.

Man kannentscheidenpb Quantenobjektedie durcheine Wellenfunktiony» beschriebenverden,die

Eigenschaftd besitzenjndemmandie zugehérigeEigenwertgleichungly, = ag betrachtet.

Man kanndie Eigenwertgleichungnschaulichals eine Art ,Maschine* auffassen(Abb. 8.7). Wenn
maneineWellenfunktions in die Masching futtert, zeigtsie an,ob Quantenobjekten Zustandy die
Eigenschaftd besitzerndernicht. Dazuwird getestetpb A ¢ proportionalzu ¢ ist. Lautetdie Antwort
2%, zeigtdie MaschinezusatzlichdenWertvon A an (die Proportionalitdtskngant ao).

8.7 Operator der Gesamtenegie
Mit der Eigenwertgleichundnabenwir einesystematischdlethodegefundenum herauszufindemb
QuantenobjekteinebestimmtedynamischeéEigenschafbesitzerodernicht. Bisherkonntenwir sienur

fur einenOperator denderkinetischerEnegie — anwenden.
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EinedynamischéEigenschaftdie in derQuantenmechaniginebesondergrof3eRolle spielt,ist die Ge-
samtenergie In derklassischerPhysikist die Gesamtengie L., die SummeauskinetischerEnegie
Fiin undpotentiellerEnegie V. Die Frageist: Wie siehtderquantenmechaniscl@peratorfur die Ge-
samtenagie aus?m Fall derkinetischerEnegie enthieltder Operatordie Anweisungzur zweimaligen
Differentiation Gilt fiir die potentielleEnegie etwasAhnlichesAVelcheForm besitztderentsprechende
Operator?

Um auf die Gesamtengiie zu kommen,reicht es nicht mehraus,wie bisherfreie Elektronenzu be-
trachtenWir musserElektronenin einemPotential untersuchenDazubetrachterwir einenmaoglichst
einfachenFall: Elektronenbewegensichin einemkonstanterPotentialund werdenauf einerkurzen
StreckebeschleunigtAnschliel3endst dasPotentialwiederkonstant/Abb. 8.8).

Experiment 9.1 (Gedankene xperiment): Wir betrachten Elektronen, die auf feste kinetische
Energie £ prapariert worden sind (indem sie z. B. eine Beschleunigungsspannung durchlau-
fen haben, vgl. Abschnitt 8.2). In der Region | in Abb. 8.8 besitzen sie diese Eigenschaft. Der
Elektronenstrahl durchlauft nun eine weitere Beschleunigungsspannung U (Region Il in Abb.
8.8), so dass die Elektronen anschlieBend in Region Il eine andere kinetische Energie £}
besitzen.

Der Potentialerlaufist in Abb. 8.9 dagestellt.In denRegionenl undlll hatdasPotentialeinenkon-
stanteriWert, denneswirkt keineBeschleunigungsspaang.Insgesamyilt:

¢ Regionl: DasPotentialhatdenkonstanterWertV (z) = 0. Die Elektronenbesitzerdie Eigen-
schaft kinetischeEnegie*. Ihr Wertist £, .

¢ Regionll: Die Elektronernwerdendurchdie angelgte SpannungeschleunigtUberihre Eigen-
schafterlasstsichkeine Aussagemachen.

¢ Regionlll: DasPotentiahatdenkonstanteWertV (z) = v, mit V) < 0. DadieBeschleunigung
durcheineSpannungin Verfahrereur Praparatiomler EigenschaftkinetischeEnegie“ darstellt,
besitzerdie auslaufendeilektronenin Region 1l dieseEigenschaftihr Wertist £ .

Mit Hilfe dieserBeziehungerkdnnenwir unsdie Wellenfunktionvon Quantenobjektein einemkon-
stanterPotential(alsoin derRegion Il) erschlielenWir nutzendazuaus,dassdie Elektronensowohl
in derRegion | alsauchin der Region 1l die EigenschaftkinetischeEnegie* besitzenDie Wellen-

/|
(1 | (Il1
Praparation kin Ekin
auf § ; §
Exin
@O v=o @ vz, @

Abbildung 8.8: Auf kinetischeEnegie praparierteElektronendurchlaufernochmalseine Beschleuni-
gungsspannung
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Abbildung8.9: Potentialerlaufin denRegionenl — 11

funktonfir Elektronenmit dieserEigenschafist abernachGleichung(8.7) bekanntin Region IlI gilt

demnach:
2mE)
" (z,t) = Asin (\/? . QM) +.... (8.18)

= an

(der Einfachheithalberbetrachterwir nur denerstenTermvon Gleichung(8.7); fur denzweitenTerm
verlauftdie Rechnunganalog).

Nun kénnenwir die kinetisheEnewgie £ in dieserGleichungdurchdie Gesamteneyie ausdriicken.
Dennwie in derklassischerPhysikgilt nachdemEnegieerhaltungssatz:

Eges = EX +0 = EM +Vy (8.19)
S—— S—————
Gesamtengjiein derRegionl;V (z)=0  Gesamtengiein derRegionlll
Furdie kinetischeEnegie in Region 11l gilt also:
Bih = Eges = Vo (8.20)

Wir kdnnendiesin die Wellenfunktion)"” einsetzerunderhaltenals Ergebnisfiir die Wellenfunktion
fir ein Ensemblevon Elektr onenim konstantenPotential V;;:

2m(FEges — Vo) 27rt) + (8.21)

I ¢ _ . e 2
v (z,t) = Asin ( 7 )

Mit diesemResultakkbnnenwir zur nachsterFragekommen:Wasist der Operator der Gesamtener
gie? Gesuchist ein Operatoy derbei Anwendungauf die Wellenfunktion(8.21)denWert der Gesamt-
enegie liefert. Er soll die Gleichung

Eges w(ln) — Eges . 7T/)(ln) (8.22)

erfullen. Um den Operatorder kinetischenEnegie zu finden, habenwir die Wellenfunktionzweimal
differenziertVersucherwir mit /" dasgleiche,emibt sich:
d? 2m

L

prvd 7 (Figes = Vo) - ™. (8.23)
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Multiplikation mit —%2/(2m) liefert:

B2 d?
" 2m da?
Bringt mannunnochdenTermV}, - »™ aufdie linke Seite,hatdie Gleichungdie gewiinschtd=orm:

Z/J('") = (Fgos — Vo) b (8.24)

B @2
! 1 1
[ om dz 2+V] P = Fges - ™. (8.25)

Wir kénnenandieserGleichungdurchVergleichmit (8.22)denOperatoderGesamtengjie ablesenEs
ist derin eckigenKlammernstehendé\usdruck.In unserenBeispielhandelteessichum ein rAumlich
konstantesPotential:V (z) = V, = constfir 2 in der Region Ill. Das Ergebnisgilt aberauchfur
allgemeinerdotentialewennmanVy durchV (z) ersetzt.

Der Operatorder Gesamtenergiést

=2 2 1v(a). (8.26)

Er setztsich aus dem Operator der klnetlschen Energie und dem Operator der poten-
tiellen Energie zusammen: Eges = Eyin + Epot Dabei entspricht der Operator Epot
einfachder Multiplikation der Wellenfunktion mit V().

8.8 Die Grundgleichung der Quantenmechanik

Zustandejn denendie Antreffwahrscheinlichkit |1 (z)|* sichzeitlich nicht verandertspieleneinebe-
sondergrofReRolle in derQuantenmechanilBeispieledafursind dergleichmafigd-lussvon Elektro-
nenin einemKathodenstrahlinddie Zustéandedie Elektronenin AtomeneinnehmenMan nenntsolche
Zustandanit einerzeitunabhéangigeAntreffwahrscheinlichkeistationare Zustande

Quantenobjektén stationdrerZustandertauscherwegenihrer Zeitunabhéangigkeikeine Enegie mit
ihrer Umgelung aus. Sie besitzenalso einenzeitlich konstantenWert der Enegie (d. h. sie besitzen
die Eigenschaft,Gesamtenergie”. Der Grund,warumdieserEigenschafeinesogrof3eBedeutungn
derQuantenmechanikukommt,ist: Um die stationarerZustandeszon Quantenobjektermu finden,muss
manZustandemit der EigenschaftGesamtenggie” suchen.

Wie findetmanZustandemit einerbestimmterGesamtengie?In Abschnitt8.6 wurdeschonein Ver-
fahrengefundenmit dem man entscheiderkann, ob eine Wellenfunktion(z) Quantenobjektenit
einerbestimmterEigenschafbeschreibtMan betrachtetlie Eigenwertgleichundir dieseEigenschaft.
Deshalbmussman, um stationareZustandezu finden, die Eigenwertgleichung der Gesamtenergie
betrachten:

Egea () = Eges - (), (8.27)
oder WennmanEges ausschreibt:
B2 d?
[—%@ - v<m>] (@) = Fges - $(a) (8.28)

Die Eigenwertgleichundiir die Gesamtengie ist einederwichtigstenGleichungenn derQuantenme-
chanik.Sieheil3tSchrédingerGleichung.
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Ein Zustand mit zeitunabhangiger Antr effwahrscheinlichkeit |4s(z)|? heilt stationérer
Zustand Quantenobjekte in stationaren Zustanden besitzendie Eigenschaft,Gesamt-
energie“. lhr e Wellenfunktion «(z) erfullt die Schrédinger-Gleichungd. h. die Eigen-
wertgleichungfur die Gesamtenergie

h2 d2
= 1 V(2)| ¥(2) = Eges - $(2). (8.29)

2m dz?

Um die physikalischerZustéandez. B. von Elektronenin Atomenzu ermitteln,mussmanWellenfunk-
tionenaufiinden, die die SchrédingeiGleichungerfillen, wenn dasjeweilige PotentialV (z), dasdie
physikalischeSituationbeschreibtyorgegebernist. Daherist die SchrédingeiGleichungdie Grundglei-
chungderQuantenmechanikiergleichbamit der NewtonscherGleichungin derMechanik.

8.9 DasAuffinden stationarer Zustande mit der Schrodinger-Gleichung

Bisherhabenwir Eigenwertgleichungeals eine ,Maschine*benutzt,um nachzuprifenpb eine Wel-
lenfunktion ¢ (z) die entsprechend&igenschaftbesitzt (vgl Abb. 8.7). Statt sich nun verschiedene
Wellenfunktionerauszudenkennd einenachderandererdurchzuprobiererkannmanversuchengie
SchrédingeiGleichungdirektzu I6sen,um diejenigenWellenfunktionerzu finden,die Ensemblegnit
derEigenschafiGesamtenggie” beschreiberDabeigehtmanfolgendermafiexior:

1. AnalysederphysikalistienSituation.DerersteSchrittbestehtlarin,dasPotentialV’ () zufinden,
dasauf die betrachtetefQuantenobjekteinwirkt. Als Beispielbetrachterwir dasWasserstoffa-
tom: Hier bindetein lokalisierterKerngenauein Elektrondurchdie Coulomb-Kraftansich.Das
Potential in demsichdasElektronbefindet,st alsodasCoulomb-PotentialAbb. 8.10).

1 e?

Ameg T

Vir) =

(8.30)

2. EinsetzemlesPotentialsin die SthrodingerGleichurg. DasPotentiawird nunin die Schrédinger
GleichungeingesetztMan erhélteine Gleichung,die ¢ (z) erfullen, muss,damitesdie Eigen-
schaft,Gesamtenggie” besitzt.

3. Lésender StrodingerGleichurg In derSchr('jdingewGIeichung]@ges P(z) = Fiin - ¥(2) ist
nurderOperatorEges vorgegeben Die Wellenfunktion(z) und auchder EigenwertE,.s sind
zunachshochunbekanntSiemisserdurchLésungder Eigenwertgleibungaufgefundenverden
(vgl. Abb. 8.11). Da der Operatorder Gesamtengie die Anweisungzur Differentiationnachz
enthélt,handeltes sich bei der Schrédingegleichungum eine Differ entialgleichung, d. h. um
eineGleichung,in demnebeny(z) nochdie Ableitungens”(z) (und ggf. ¥'(z)) vorkommen.
DasLdseneinersolchenGleichungist oft nichteinfach.Dahermussmansichoft aufvereinfachte
Modellebeschréankenderzu Naherungserfahrergreifen.

DasLésenderSchrodingegleichungfiir denhier betrachteteall desWasserstdgatoms(d. h. ein Elek-
tronim Coulomb-Potentialjst mit unseremmathematischelethodemichtzu bewaltigen.Wir missen
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Abbildung8.10: Coulomb-Potential

Eigenfunktion (gesucht)

NN

E W _ =E_-W

ges Eges ges Eges
Operator der Eigenwert
Gesamtenergie gesucht
(bekannt)

Abbildung8.11:Vorgehensweisbeim Losender SchrodingeiGleichung

unsdaherauf einfacheresystemebeschrankergu Naherungserfahrergreifenodernumerischévietho-
denbenutzenlm folgendenAbschnittwird mit demunendlichhohenPotentialtopfin Systembetrach-
tet, fur daswir die SchrédingeiGleichungldésenkdénnen.DasWasserstdgiAtom wird in Abschnitt9.7
behandeltyo wir ein Naherungserfahrerbenutzen.

8.10 Elektr onenim Potentialtopf

Mit demAufstellender SchrédingeiGleichungist manderrealistischerBeschreilingvon Quantenob-
jektenein groResStiicknahegekommenUnserinteresseichtetsichhauptsachliclauf dasVerstandnis
der Elektronenin Atomen.DieseElektronenwerdendurch elektrischeAnziehungskraftébeschrieben
durchdasPotentialdesKerns)in derUmgelungdesAtomkernsfestgehaltenQuantenobjektejie durch
ein Potentialauf einenbestimmterRaumbereicleingeschranksind, nenntmangebunden

Quantenobjekteeigeneine Reihevon neuenverbliffendenEffekten,wennsie in einenbeschrankten
Raumbereicheingesperrt‘werden.Dazugehdérerndie Quantisierung der Energie undder Tunnelef-
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fekt. DiesePhdnomensollenin denfolgenderAbschnitteruntersuchtverdenUm zunéchsein Gespur
fur die neuenEffekte zu entwickelnund die Umstandezu verstehenunterdenensie auftreten soll zu-
ersteineinfachesviodell fur gelundeneElektronenbetrachtetverden.In derFolge kdnnenwir dannzu
kompliziertererundrealistischereisystemenibegehen.

Als Prototyp fir gelundeneSysteme,an dem
alle wesentlicherziige schonklar henortreten,
betrachternwir Elektronen,die in einemPoten-
tialtopf gelundensind. Damit bezeichnetman
denin Abb. 8.12 gezeigterPotentiaherlauf.Ein
Elektronist in einenRaumbereictder Breite a
eingesperrtausdemesnicht entkommerkann:
Die ,Wande* desPotentialtopfsilden eine un- Aufenthaltsbereich
durchdringlicheBarriere;dasPotentialgehtdort der Elektronen

gegen Unendlich.Im Innern des Potentialtopfs
(d. h.fir 0 < 2 < a) sollendagegen auf die V=0 X
ElektronenkeineKréafte einwirken.DasPotenti-
al besitzthier einenkonstanterWert V. a

V(x)

DiesesModellpotentialist nicht nur besonders
einfach; es beschreibtauch durchausphysika- Vo
lisch realistischeSysteme.Zum Beispiel kann

man Elektronenin einemHalbleitermateriamit
~Potentialwanden‘aus|Isolatormateriakinsper  appildung 8.12: Potentialtopfmit unendlichhohen
ren. Die modernenTechnikender Halbleiterher \yznden

stellungerlaubenes, Strukturenim Nanometer

bereichzu erzeugenSo kann man Elektronenin allen drei Raumdimensionerinsperrern(,Quanten-
punkte*) odersie auf eine Raumdimensiomeschrankei,Quantendrahte“)DasModell desPotential-
topfs (daswir hier zunachsin einereinzigenRaumdimensiotetrachtenpeschreibtas,Einsperren”
derElektronenquantitatv.

Nachdenwir denPotentialerlaufin derbetrachtetephysikalischerSituationfestgelgt habenkdnnen
wir unsereersterErfahrungerbeimLdsender SchrédingeiGleichungsammelnim InnerndesPotenti-
altopfslautetdie Gleichung(8.28):

h? d?
l_%m * VO] V(@) = Eyges - 9(2), () (8.31)
odernachUmformung:
d? 2m /
V(@) = 2y (Eges = Vo)9(2). (8.32)

Bei £, undVj handeltessichum KonstantenGesuchist alsoeineFunktion(z), die nachzweima-
ligem Ableiten bis auf Proportionalitatsiiktorenwiederin sich selbstibegeht.Mit Sinusund Kosinus
kennerwir zwei solcherFunktionen Wir versucheresalsomit demAnsatz

YP(z) = A sin(Bx) (8.33)
mit zweinochoffenenKonstantem und B. ZweimaligesAbleitendieserFunktionergibt

d? ,
@w(w) = —B*y(2). (8.34)
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DasEinsetzerin (8.32)fuihrt auf die folgendeBestimmungsgleichunfiir B:

, 2m
-B*. 19(43) = _?(bges - VO) ' Z/J(.ﬂ) (835)
DieseGleichungist dannerfullt, wenngilt:
2m

_B?2_ —?(Eges - Vo) (8.36)

oder
2
B= h—?(Eges ~ Vo). (8.37)

DasErgebnisdieserRechnungst also:Die Funktion

2m(Fyes — V1
P(z) = A -sin ( ( ; 0 ac)

(8.38)

erfullt die die Differentialgleichund8.31).EineanalogeRechnungeigt, dassdie Kosinusfunktion

2m(Fges — V1
P(z) = A cos ( ( ;: Q m)

(8.39)

ebenfallseineLdsungist.

Die Differentialgleichung8.31)beziehtsichnuraufdasinneredesPotentialtopfsDamit(z) wirklich
eine Losungder Schrddingegleichungdarstellt, miissendie Potentialwédndéei » = 0 undz = «
bertcksichtigiwerden.Sie garantierendassein Elektron nicht in den Aussenrauneindringenkann.
Die Wahrscheinlichkeity (z)|% ein Elektrondort zu finden,ist Null. Als zusatzlicheBedingungandie
Wellenfunktionist alsozu stellen,dasssieim AussenraungdesPotentialtopfsindanseinenWanderzu
Null wird. Insbesondergilt alsRandbedingung

P(z=0)=0 sawie Pz =a)=0. (8.40)

Diese Randbedingungesind die gleichenwie bei einerbeiz = 0 undz = « eingespanntefaite.
Im Fall der Saitebildetensich stehendeWellen aus.Nur bestimmteWellenlangersind zulassig,denn
nur sie ,passen“in daslintervall der L4ngea. EtwasAnalogesgilt fiir die Wellenfunktion)(z). Die
Randbedingunge(8.40) stelleneine zusatzlichd-orderungan die Wellenfunktionen(8.38) und (8.39)
dar, die nur bestimmtéEneigiewerteder Elektronenim Potentialtopfzulassen.

Prufenwir nach,wie die Randbedingungezu erfillensind. Die Bedingungy(z = 0) = 0 wird vonder
Sinusfunktiorautomatisclerfullt, wahrendsiefur die Kosinusfunktiorunerfillbarist. Letzterescheidet
alsoalsLosungder SchrédingeiGleichungaus.

Damit die zweite Bedingung,i>(z = a) = 0, erfullt ist, mussdas Argumentder Sinusfunktionein
ganzzahlige¥ielfachesvon = sein.Esmussgelten:

a=n-m (n=1,2,3,...), (8.41)

oderaufgeldsthachf:

cn? + V. (n=1,2,3,...). (8.42)
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Abbildung 8.13: Wellenfunktionen(oben) und Wahrscheinlichkeitsdiclein (unten)fir die erstendrei
Zustandem Potentialtopf

Die Enegie der Elektronenim Potentialtopfkannnur die durchdieseGleichungzugelasseneWerte
annehmenDiesist ein ganzzentrale€Ergebnisder QuantenmechanilEs besitztallgemeineGltigkeit:
GebundeneElektronenkdnnennur bestimmte Werte der Energieannehmen.Im Fall desPotential-
topfswerdendie mdglichenEnegiewertedurchdie ganzeZzahln beschriebenjie manalsQuantenzahl
bezeichnetZu jedemWert von »n gehdrtein bestimmteMertvon F.

Die Energie von Elektronen in einem Potentialtopf der Breite @ mit unendlich hohen
Wandenist quantisiert Siekann nur die Werte

h2n2
E, =

2ma?

-n? + V. (n=1,2,3,...) (8.43)

annehmen,die durch die Quantenzahln gekennzeichnetverden.

Die Wellenfunktionerfir die Zustéandemit n = 1, 2, 3 sindin Abb. 8.13obendamgestellt.Die Analogie
mit denstehendeMellen bei der eingespannteBaiteist offensichtlich.Untenin der Abbildung sind
die entsprechendeWahrscheinlichkeitsdhten|: (z)|* aufgetragen.

Als letztesmussdie bishernochunbestimmtéKonstanted in derWellenfunktion(8.38)festgelgt wer-
den. Beruicksichtigtman die Wahrscheinlichkeitsiterpretatio von | (z)|?, mussmandie Forderung
stellen,dassmanbeieinerMessunglasElektronmit Sicherheiirgendwam Potentialtopfindenmuss.
Integriert mandie Wahrscheinlichkeitsighte | (z)|? Uberdie gesamteBreite desPotentialtopfsmuss
sichdaherdie Wahrscheinlichkeil ergeben:

/Oa $(2) |2 de = 1. (8.44)

Auswertung des Integrals: Um das Integral zu berechnen, vereinfachen wir zuerst das Argu-
ment der Wellenfunktion (8.38)mit Hilfe von Gleichung (8.41). Die Wellenfunktion wird damit

P(z) = A-sin <%T> . (8.45)
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Wir haben also zu berechnen

a

A? . sin? <Ex> .dx (8.46)

0 a

Das Integral kann man selbst berechnen (durch partielle Integration und Ausnutzen der Identi-
tat sin? z 4 cos? 2z = 1) oder in einer Integraltabelle nachschlagen. Es ergibt sich:

(8.47)

1 2 ¢
A? [—:v % gin ﬂ'nw]
2 47n a

r=0

Nach Einsetzen der Integralgrenzen werden alle Terme bis auf einen zu Null und man erhalt
als Ergebnis

A2. %a. (8.48)

die Konstante A soll so gewahlt werden, dass dies zu 1 wird. Das ist der Fall, wenn

A= ﬁ (8.49)

Mit diesemWert fir A kdnnenwir die vollstandigeWellenfunktion noch einmal zusammenfassend
hinschreiben:

Die stationaren Zustande von Elektronen in einem unendlich hohen Potentialtopf der
Breite a werden durch folgendeWellenfunktionen beschrieben:

() = \/g sin <?m> : (n=1,2,3,...) (8.50)
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