Kapitel 7

HeisenbegscheUnbestimmtheitsrelation

7.1 GleichzeitigePraparation verschiedenerEigenschaften

In derklassischerMechanikwird die Bewegungvon Teilchendurchdie Angabeihrer Bahnkune be-
schriebenEin Beispielist derwaagerecht&Vurf, bei demKugelneinerparabelférmigemBahnfolgen,
nachdensievoneinerAbschusserrichtungabgeschossemurden(Abb. 7.1).Die Kugelnbewnegensich
immer auf der gleichenBahn, sofernalle die gleichenAnfangsbedingungehesitzend. h. identische
Werte desAbschussortsind der Abschussgeschwindigit. Man mussalso eine Abschusserrichtung
bauenmit dermanKugelnmit moglichstidentischemAnfangswerten:q, yo, pzo, pyo Von Ort und Im-
puls abschieRefkann.Zum HerstellendieserAnfangsbedingungemussmanalsoan einemEnsemble
von Kugelndie EigenschaftepOrt“ und,Impuls® gleichzeitigpraparieren.

.Praparieren‘bedeutetdasshei Messungemer praparierterGréReaneinemensemblevon Kugelndie

Streuung der Messwerteverschwindebzw sehrklein wird. Streuendie beobachteteBahnenkann

diesdaranliegen,dassdie Kugelnnicht reproduzierbavom gleichenOrt mit der gleichenAnfangsge-
schwindigkeitabgeschossemurden.Man bautdanneineneueAbschusserrichtung beiderdie Streu-
ungin denAnfangswerterkleinerist undfiihrt dasExperimenmnocheinmaldurch.Die Erfahrungzeigt,

dassesin der klassischerPhysik keine prinzipielle untereGrenzefir die gleichzeitigeVerkleinerung
derStreuungerin denAnfangsbedingugengibt.

DassdasPraparieren/on Eigenschafterauchfir Quantenobjektendglich ist, wurde bereitsgezeigt
(z. B. Polarisationseigenschdfiei Photonen) Beim waagerechteurf reicht die Praparatioreiner
einzelnenGrof3eallerdingsnicht aus. Zur Herstellunggleicher Anfangsbedingungefiir alle Kugeln
misserOrt und Impuls gleichzeitig prapariertwerden,und zwar sovohl in z- alsauchin y-Richtung.

Abbildung7.1: Praparatiorund Bahnkune beimwaagerechtekVurf
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Abbildung7.2: StrahleinesLasers

DieserUmstanderscheinnicht weiterbemerkenswertNachallen Alltagserfahrungekommteseinem
selbsterstandlichvor, dassmanzwei Eigenschaftemleichzeitigherstellenkann,wennmanjede von
ihneneinzelnprapariererkann.

Um solberraschendést es,dassn derQuantenmechaniienaudasGegenteilderFall ist: Esgibt Paare
von Eigenschafteifz. B. Ort und Impuls) deren gleichzeitigePraparation prinzipiell nicht moglich ist,
obwohldie Praparatiorjedereinzelnerauf keinegrundséatzlicheirenzerstof3t.Diesist derInhaltder
Heisenbergscherunbestimmtheitsrelation, die in diesemKapitel nahererlautertwerdensoll.

7.2 Praparation von Ort und Impuls bei Photonen

Um die Unmdglichkeitder gleichzeitigenPréparatiorvon Ort und Impuls zu zeigen,analysiererwir
einenkonkretenVersuch peideEigenschafterzugleichherzustellenAls Quantenobjekt&enutzerwir
die PhotonereinesmonochromatischebhaserstrahlgAbb. 7.2). Da der Strahlsehrgut geblndeltist,
ist die Impulskomponente,, senkedt zur Strahlrichtungtr alle Photonerpraktischgleich Null (zum
Begriff dasPhotonenimpulsegyl. Abschnittl.4).Siebesitzeralsodie Eigenschaffimpulskomponente
py = 0. WiirdemanMessungerder Impulskomponentg, ansehrvielen PhotonerdesLaserstrahls
durchfuhrenwaredie StreuungAp, derMesswerteum denWertp, = 0 verschwindendgjering.

Der Laserstrahbesitzteine gewisseraumlicheBreite in y-Richtung(Abb. 7.2). Misst manmit einem
raumlichhochauflésendebetektor wird manPhotonerinnerhalbeinesBereichsderBreite Ay, finden.
Die MesswertdUr die Ortskomponentg weisenalso eine StreuungAy, auf. Dasbedeutetdassdie
Photonemicht auf die Eigenschaff,Ortskomponentg* prapariertsind.

Man kannnun versuchengdie Streuungder Ortskomponente zu reduzierenjndem man den Strahl
einenengenSpaltpassiererasst:

Experiment 7.1: Lassen Sie einen Laserstrahl durch einen engen Spalt (Breite d) fallen. Der
Strahl wird hinter dem Spalt aufgeweitet (Abb. 7.3). Je enger der Spalt, desto groRer ist die
Aufweitung.

Eshandeltsich hierum die ausder Optik bekannteBeugungeinesLichtblindelsam Spalt.Die Struktur
derBeugungsmaximand-minimalasstsichdeutlicherkennen.

Analysierenwir, was das Versuchseagebnisin quantenmechanischéfinsicht fur die Eigenschaften
,Ortskomponente,” und ,Impulskomponente,” bedeutetDurch dasEinflihrendes Spaltesist der

Laserstrahlunmittelbarhinter dem Spalt schmalergevorden. Das bedeutetdassdie Messwerteder

Ortskomponentey in der Spaltebenavenigerstark streuen.Die Streuungist von Ay, auf Ay ~ d

vermindertworden.

BedeutetdieseVerbesserunder Ortspraparationdassnun Ort und Impuls gleichzeitiggut prapariert
sind?Nein, denndie allméhlicheAufweitungdesStrahlshinterdemSpaltzeigt,dassdie Photonemicht
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Abbildung 7.3: AufweitungdesLaserstrahlgneinemengenSpalt

mehrgebindeltsind. Bei einer Messungstreuendie Impulseder Photonemun in Querrichtung.Die
Photonerhabenihre Eigenschaffimpulskomponentg, = 0* verloren.

Man kannsagen:Die Ortsstreuungler Photonenunmittelbarhinter dem Spaltkonntemit dem Spalt
zwar verringertwerden.Man hat dies aberdamit erkauft,dassdie Impulsstreuungrergrof3ertwurde.
Ort undImpulskonntennicht gleichzeitigprapariertwverden.Diesgilt nichtnur flr Photoneram Spalt,
sonderreshandeltsichum ein allgemeine®rinzip der Quantenmechanik:

Heisenbergsché&nbestimmtheitsrelatia: Esist nicht méglich, ein Ensemblevon Quante-
nobjekten gleichzeitigauf Ort und auf Impuls zu praparieren.

7.3 Ein Mal fur die ,Gute" einer Praparation

Mankanndie HeisenbegscheUnbestimmtheitsrelationochquantitatverformulieren,namlichalseine
Beziehunggdie angibt,wie ,gut“ manOrt undImpulsaneinemEnsembleson Quantenobjektegleich-
zeitig prapariererkann.Vorhermussabererstgeklartwerdenwasmanmit demAusdruckder ,Glte"
einerPraparatiormeint.

Erinnernwir uns:Ist ein Ensemblevon Quantenobjekteauf einebestimmteEigenschafprapariertund
manfihrt eineTestmessundieserEigenschaftlurch,wird beijederMessungderselbéMert gefunden.
Die StreuunglerMesswertast dannNull. Allerdingswird esin einemrealenExperimenkaummaglich
sein, die Streuungder Messwerteexakt auf denWert Null zu bringen.Die Praparatiorist dannnicht
perfekt, aberdoch so gut, dassman die betrefende Eigenschaft,nahezu” praparierthat. Um dieses
»-nahezu“quantitatv zu fassen betrachterwir denVersuch,mit einemSpaltdie Eigenschaft,Ort y*
(senkrechtzur StrahlrichtunglaneinemElektronenstrahtu praparieren.

Experiment 7.2 (Gedankene xperiment): Ein Strahl von Elektronen fallt auf einen Spalt der
Breite d. Unmittelbar hinter dem Spalt steht ein hochauflésender Detektor, der die Elektronen
mit einer weit hoheren Auflésung als der Spaltbreite nachweisen kann. Er registriert die Zahl
der Elektronen die pro Sekunde an einer bestimmten Stelle ankommen (Abb. 7.4 (a)).

Der Detektorfiihrt Ortsmessungean denElektronendurch,die vom Spaltdurchgelassewerden.Na-

tirlich wird mansodicht hinterdemSpaltalle Elektronenin demkleinenGebietfinden,dasvom Spalt

nicht abdecktwird. Um die Verteilungder MesswerténnerhalbdiesesGebietesstatistischzu erfassen,
ermitteltmanihren Mittelwert § undihre StandardabweichungAy. Der Mittelwert gibt an,wo die

Verteilungder Messwerteihren ,Schwerpunkt“besitzt,die Standardabweichunigt ein Maf3 fur ihre

Streuung.
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Abbildung7.4: Praparatiorder EigenschaftOrt* aneinemElektronenstrahl

Die VerteilungderOrtsmesswertsiehtwie in Abb. 7.4 (b)) aus.Die Elektronersindgleichmagicinter
dem Spaltverteilt. Die Standardabweichunger Ortsmesswertest von der Grof3enordnungler Spalt-
breite. Wennder Spaltrelatv schmalist, ist auchdie Streuungrechtklein. Bei einembreiterenSpalt
weisendie Ortsmesswerteinegrof3ereStreuungauf (Abb. 7.4 (c)).

Mit der Standardabweichungy hatmanein MaR3 gefundenmit demmandie Gite einer Prapara-

tion festlggen kann. Wenn die Streuungder MesswerteNull ist, ist die Praparatiorperfekt (im Fall

der Ortspraparatiomit einemSpaltist diesnicht zu erreichenweil mandazuden Spaltimmerenger
machermisstebis er schlieRRlichganzverschlosseist). Wenndie Standardabweichungjcht Null ist,

bedeutetlas,dassdie Messwertestreuenin diesemFall ist die Praparatiomicht perfektund die Stan-
dardabweichungibt dariiberAuskunft,wie sehrdie PraparatiorderbetrefendenEigenschaftoneiner
idealenPraparatiorabweicht.Eine kleine Standardabweichunigedeutetdassdie Eigenschaftelati

gut praparierist, wahrendbei einergrof3enStandardabweichuriginegutePraparatiorvorliegt.

Die ,Gute* der Praparation einer Eigenschaft(z. B. Ortskomponentey) kann man an-
hand der Streuung der Messwertebei einer Testmessundpeurteilen. Je kleiner die Stan-
dardabweichung Ay der Messwerteist, um sobesserist die Eigenschaftprapariert.

7.4 Mess\erfahrenund Eigenschaften

Den Zusammenhangwischender Streuungvon Messwerterund einer Eigenschaftdie ein Objekt
besitzt kannmansichanhancdeinerAnalogieausderklassischefPhysiknocheinmalplausibelmachen.
Wir stellenunszweiverschieden&ortenvon Metallplattenvor, ndmlichrundeund quadratisch€Abb.

7.5). Die rundenPlattenbesitzerdie EigenschaftDurchmesser‘Den quadratischelattenkannman
einesolcheEigenschafhicht zuschreibendie Fragenachihrem Durchmesseist sinnlos.

Was passiertwennman trotzdemversucht,an den quadratischetrlatteneinen Durchmessezu mes-
sen.Andersformuliert: Wasist dasErgebnis,wennmanversuchteine Eigenschafzu messendie dem
betrefendenObjektgarnicht zukommt?Um die Fragezu beantwortenmussmansich ein Mess\erfah-
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Abbildung7.5: rundeund quadratisch®latten

MeRwerte
streuen nicht

D
MeRwerte
streuen

Abbildung7.6: Mess\erfahrerfir die EigenschaftDurchmesser*

ren fur die Eigenschaft,Durchmesser‘ausdenkenMan kdnntez. B. ein Ma3bandnehmenund unter
verschiedenehVinkeln den Abstandvon Kante zu Kantemesser(Abb. 7.6), wobei dasMalRbandm-

merdurchdenMittelpunkt gehenmuss.Fir die rundenPlattenerhaltmanimmer denselberMesswert.
Siebesitzerdie EigenschaftDurchmesser“Fur die quadratischeRlattenstreuerdie MesswerteDies
zeigtan,dassdiesePlattendie gemessenkigenschafhicht besitzen.

Umgekehrtkann man nach der Eigenschaft,Seitenlange“fragen, die den quadratischerPlattenzu-
kommt. DieseFrageist fir die rundenPlattensinnlos,weil manihnenkeine Seitenlangezuschreiben
kann.Wiederumschlagtsich diesin den Ergebnisservon Messungemieder die man mit einemge-
eignetenMess\erfahrendurchfiihrenkann. Die Eigenschaft,Seitenlange“kdnntemanz. B. dadurch
messengdassmandasMalbandmmerin vertikalerRichtunganlegt, aberim Unterschiedzu vorherdie
Messungan mehrererStellendurchfiihrt(Abb. 7.7). Bei diesemMess\erfahrenstreuendie Messwerte
fur die rundenPlatten,wahrendman bei den quadratischefPlattenimmer denselberMesswerterhat,
derdie Seitenléangaler Plattenangibt.

Dies zeigt, dassesschonbei makroskopische®bjektenBeispielegibt, bei denenmanmit der Zuord-
nungeinerEigenschaftorsichtigseinmuss .Bei QuantenobjektemussmansichbeijederEigenschaft

MeRwerte
streuen

MeRwerte
streuen nicht

Abbildung7.7: Mess\erfahrerfir die EigenschaffSeitenléange*

53



vergewissern,ob die Zuordnungsinnvoll ist. Dieswird im allgemeinemur durchein erfolgreichesré-
parationserfahrersichegestellt.

7.5 Elektronen am Einzelspalt und die quantitative Formulierung der
Unbestimmtheitsrelation

Nachder HeisenbegschenUnbestimmtheitsrelatipkannmanan einemEnsemblevon Quantenobjek-
tenOrtundimpulsnichtgleichzeitigperfektpraparierenNachdenwir im vorletztenAbschnittein Maf3
fur die GuteeinerPraparatiorgefunderhaben kénnenwir fragen,in weldhemAusmafOrts-und Im-
pulspraparatiominvereinbarsind. Dasbedeutet\Wennman eine experimentelleAnordnungbetrachtet,
beiderOrt undimpulsnur ndherungsweisgraparieriverden- gibt esdanneine Grenze wie naheman
demldealeinerperfektenPraparatiokommenkann?

2

I

Abbildung 7.8: Elektronenam Einzelspalt

Esist tatsachlichmdglich, eine solcheAussagezu treffen. Man kanndie HeisenbegschelUnbestimmt-
heitsrelatiomuantitatv alseineBeziehungwischenAy und Ap, formulieren,alsozwischerdenMal3-
zahlenfur die Gute der Praparationvon Ort und Impuls. Dazu betrachterwir denVersuch,mit Hilfe
einesSpaltsan ElektronengleichzeitigOrt y undimpulsp, senkrechizur Strahlrichtungzu praparieren.

Experiment 7.3 (Computer simulation): Starten Sie das Doppelspalt-Simulationsprogramm
und wahlen Sie Elektronen der Energie E = 50 keV. Aktivieren Sie am Schirm die Einstel-
lung ,theoretische Verteilung“. Klicken Sie nun auf die Blende und schlieBen einen der beiden
Spalte. Sie kénnen nun die Elektronenbeugung am Einzelspalt untersuchen.
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Abbildung7.9: Verteilungder Orts-und Impulsmesswertéir einenbreitenund einenschmalertinzel-
spalt

Variieren Sie die Spaltbreite zwischen 700 nm und 200 nm. Wie beim analogen Experiment
mit Photonen (Abschnitt 7.2) wird der Strahl hinter dem Spalt aufgeweitet. Je schmaler man
den Spalt macht, desto breiter wird das Beugungsmuster (Abb. 7.8).

Die GutederOrts- bzw. Impulspraparationvird durchdie Streuungder Messwertesinerentsprechen-
denTestmessungeschriebenAn demEnsemblevon ElektronendasdurchdenSpaltpréapariertwird,
nimmt manalso— genauwie im vorigenAbschnitt— die Verteilungder Ortsmesswertanmittelbarhin-
ter demSpaltauf. Dannersetztmandenhochauflosende@rtsdetektodurchein Impulsmessgeratnd
ermitteltdamitdie Verteilungder ImpulsmesswerteBeide Verteilungerwerdenin ein Diagrammiiber
tragenund ihre Standardabweichungemerdenermittelt. So erhaltmandie OrtsstreuungAy und die
Impulsstreuung\p,,.

Die Ergebnissesindin Abb. 7.9 gezeigt:Fur einenbreitenSpaltergibt sicheinerelativ gro3eOrtsstreu-
ung,abereinekleinelmpulsstreuungAbb. 7.9(a)). Dageyenist bei einemschmalerSpaltdie Ortsstreu-
ungklein, aberdie Impulsstreuungro3(Abb. 7.9 (b)). Die beidenStreuungescheinenm vorliegenden
Beispielreziprokmiteinandererknlpftzu sein:Die Streuungderimpulsmesswerteimmt zu, wenndie

Streuungler Ortsmesswertabnimmtund umgekehrt.
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Abbildung7.10: Abschatzungler Impulsstreuung\p.

Man kannsichdiesenreziprokenZusammenhangwischenOrts- und Impulsstreuunguchtheoretisch
plausibelmachenDie QuelleprapariertElektronenmit der Eigenschaftimpuls®. Alle Elektronenbe-
sitzenin z-Richtungdenimpulsp, = v/2mF undkeinelmpulskomponenté y-Richtung:p, = 0.

Durchdie Beugungam Spaltverliert der Elektronenstrah$eineurspringlichdmpulseigenschaftin-
ter dem Spaltmisstmandie in Abb. 7.9 gezeigtestatistischeStreuungder Querimpulsep,. Auf dem
Weg vom Spaltzum Schirmweitetsichder Strahldaherauf undbildet dasbeobachtetBeugungsmuster
aus.Jegrolerdie Streuungder Querimpulsést, destobreiterwird dasBeugungsbildauf demSchirm
ausfallen Daherkannmanmit der Breite desBeugungsmustersuf demSchirmdie Streuungder Im-
pulsmesswertam Spaltabschatzen.

Der Grof3teilder Elektronenwird auf dem SchirminnerhalbdesHauptmaximumsier Beugungsfigur
registriert, alsoinnerhalbdesWinkelbereichgzwischent-a und —a (Abb. 7.10(a)). Zur Abschéatzung
derStreuunglerQuerimpulseA p, kannmansichdaheraufdieserBereichbeschrankermus Abb. 7.10

(b) liestmandenfolgendenZusammenhangh

Apy, =~ psin a. (7.1)

Der BereichdesHauptmaximumsst durchdie erstenBeugungsminimdegrenzt,dessen.ageausder

klassischer®ptik bekanntist:
A
i =, 7.2
sin o = - (7.2)
Im Fall der Elektronenist A die de-Broglie-Wellenlangedes auf Impuls p prapariertereinfallenden

StrahlsA = h/p (vgl. (5.3)).Also gilt:

sina — L (7.3)
p-d

Eliminiert mansin o ausdenGleichungen(7.1)und(7.3),emibt sich:

ho Ary (7.4)
p-d p

Dividiert man auf beidenSeitendurch p und schatztdie Streuungder Ortsmesswerte\y durch die
Spaltbreitel ab,wird dieseGleichungzu:

Ay-Ap, =~ h (7.5)

Diesist die gesuchteGleichung,die flr unserSpaltbeispiedie Streuungerder Orts- und der Impuls-
messwertdn gesetzmaligeWeise miteinanderverknipft. Das Produktder beidenStreuungerist in
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diesemBeispielimmervon der GroRenordnungler PlanckschetKonstanter,. Dahermussbeijedem
Versuchdie Ortsstreuung\y durchVerengerdesSpaltszu verringern,die Streuungder Querimpulse
Ap, groBerwerdenundumgekehrt.

Gleichung(7.5) stellt die quantitatve Formulierungder HeisenbegschenUnbestimmtheitsrelatiofir
dasspezielleBeispieldesSpaltsdar. Sie besitztiedocheinenviel gréRererGltigkeitdereichln ihrer
allgemeinerForm regelt siegenerellwie gut Orts-und Impulspréparatiogleichzeitigmdglich sind:

Hat man ein Ensemblevon Quantenobjektensoprapariert, dassdie Streuungder Orts-
messwerteAy klein ist, wird die Streuung der Impulsmesswerte Ap,, grof3 sein (und
umgekehrt). Es gilt die Heisenbergsch&Jnbestimmtheitsrelation:

h
Ay - Ap, > —. 7.6
Yy Apy 2 (7.6)

Die Uberleggungenam Einzelspaltsuggerierengdassein Ensemblamit groRerOrtsstreuungutomatisch
eine kleine Impulsstreuungaufweisenwird. Daswird im allgemeinemicht der Fall sein. An einem
Ensemblevon Quantenobjektekannsowohl der Ort als auchder Impuls schlechtprapariertsein.Die
HeisenbegscheUnbestimmtheitsrelatiostellt nur eine untere Sdrankefiir die gleichzeitigePrapara-
tion von Ort und Impuls dar. Dies wird durchdas GroéRefZeichenin (7.6) zum Ausdruckgebracht.
Der gegenliberGleichung(7.5) geanderté/orfaktor ist durchdie bei der Ableitung dieserGleichung
gemachtem\bschatzungebedingt.

Die bisherigenUberlegungenzur HeisenbegscherlUnbestimmtheitsrelatiogaltennur fir Komponen-
tenvon Ort und Impulsin dergleichenRichtung(hier y-Richtung).Es stellt sich heraus dassdie Un-

moglichkeitder gleichzeitigenPraparatiomur fir dieseKomponentergilt. DasbedeutetEs ist zwar
unmdglich,gleichzeitigz undp,. odery undp, zu praparierenOrts-und Impulskomponentem ver

schiedendichtungenwie z. B. y undp,. oderz undp, lassersichaberdurchaugleichzeitigpraparie-
ren.

7.6 Unbestimmtheitsrelation und Bahnbegriff

Die HeisenbegscheUnbestimmtheitsrelatiobedeutetlenAbschiedvom Begriff der Bahn einesTeil-
chens wie erin derklassischerPhysikverwendewird. Der Bahnbgriff ist mit derNotwendigkeitver-
bunden,Ort undImpulszumgleichenZeitpunktexakt anzugebenin derklassischeMechanikist dies
im Prinzipimmermaoglich; manstd3tdabeihdchstenanpraktischeGrenzenDie Unbestimmtheitsrela-
tion (7.6) zeigtjedoch,daRdiesfir Quantenobjektevie Elektronemiemalsmdglichist: Quantenobjekte
kénnenniemalsdie EigenschaftenOrt“ und ,Impuls” zugleichbesitzen DasProduktder Streuungen
Ay undAp, muBimmerin der GrolRenordnungerPlanckscherfonstante: odergrofl3ersein.

Wie ist dieseFeststellungabermit der Beobachtungu vereinbarengdassElektronenin einerElektro-
nenstrahlréhrescheinbarauf einerwohldefinierterBahnlaufen?Um diesenscheinbarewiderspruch
aufzuklarenpetrachterwir dasfolgendeBeispiel:

In einerElektronenstrahlrdhrevird der Elektronenstrahéinder Anode auf eineBreite Ay ~ d = 0, 1
mm abgeblendetAbb. 7.11).Die Streuungder Impulsein y-Richtung(alsoin Querrichtung)st daher

mindestens
h  6,6-107%"kgms

T inAz 47 -10=*m

Ap, =5,3-10" kgm/s.
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Abbildung7.11:,Bahn“ derElektronenin einerElektronenstrahlréhre

Die Geschwindigkeitsteuungin y-Richtungerhaltman,indemman Ap, durchdie Elektronenmasse
teilt:
A
Av, = =P¥ — g, 58m/s
m
Zum Vemleichberechnemandie Geschwindigkeiin z-Richtung(alsoin Strahlrichtung)die ein Elek-
tron beieinerBeschleunigungsspaangvon 1 kV besitzt:

vy = @:1,9-10%/3
m

Um eineStreckel, = 20 cmzudurchquerembenétigerdie ElektronereineZeitt = /v, = 1,1-1078

s. In dieserZeit weitetsich der Strahlin Querrichtungum Ay = Av,t = 6 - 10~? m auf, wasjenseits
aller Nachweisbarkeiliegt. Die Erkennbarkeieiner,,Bahn“ in der Elektronenstrahlrohreviderspricht
derUnbestimmtheitsrelatioalsonicht.
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