Kapitel 5

Elektr onenals Quantenobjekte

5.1 Elektronenbeugung

In denvorausggangenetKapitelnwurdedeutlich,dassdie traditionelleVorstellungvom Licht alseiner
Welle nichtausreichtum alle beobachteteRhdnomenegollstandigzu beschreiberEs zeigtesich,dass
man sowvohl dasWellen- als auchdasTeilchenmodellzur Beschreilbing desLichts benétigtund dass
keinesvon beidenallein ausreichtum seinVerhaltenvollstandigzu beschreiben.

Man kannsich fragen,ob die Natur so symmetrischaufgebautst, dasssich Wellenphanomenauch

bei Objektennachweisenassendenenman diblicherweiseTeilchencharakteruschreibtim atomaren
BereichwarendasAtome undihre Bestandteilevie Elektronen,Protonerund NeutronenDer Gedan-
ke einerWellennatur der Materie gehtauf Louis de Broglie (1923) zurtick.Er ist einetheoretische
VermutungderenKonsequenzesichim Experimentevdhrenmissen.

Ein Belgy fir Welleneigenschafteron Elektronenwére der Nachweisvon Beugungs-oder Interfe-
renzphanomenen- dentypischenAnzeicheneinesWellenphdnomendm Fall der Rontgenstrahlung
lassensich Welleneigenschaftedurch Beugungan den Netzebenerin einemKristall aufzeigen Ein
ganzanaloged/orgehenist auchbei Elektronermdglich, wie derfolgendeVersuchzeigt:

Experiment 5.1 (Elektr onenbeugung): In einer Elektronenréhre (Abb 5.1 (a)) emittiert die mit
6 V geheizte Kathode Elektronen. Diese durchlaufen eine Beschleunigungsspannung Ug =
5 kV. Sie werden von den nacheinander angeordneten Elektroden Ky, Ky und A; zu einem
Elektronenstrahl gebindelt. In der durchbohrten Anode A, durchquert der Strahl eine dinne
Folie aus polykristallinem Graphit. Auf dem Leuchtschirm erkennt man mehrere helle Ringe um

K1 Al K2 Az

Abbildung5.1: (a) Elektronenbeugungsrid, (b) Beugungsmusteauf demLeuchtschirm
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(a) b

Abbildung5.2: Aufbau desinterferenzmusterseim Doppelspalt-Experiment

den zentralen Fleck in der Mitte (Abb. 5.1 (b)). Vergro3erung von Ug bewirkt eine Verkleinerung
der Radien.

Die hellenRingewerdendurchElektr onenbeugungverursachtWie beiderBragg-Refl&ion vonRént-
genstrahlenverdendie Elektronenam Kristallgitter desGraphitsgebeugtDiesesBeugungsphénomen
ist ein starkerHinweis darauf,dassdie Elektronemebenihremwohlbekannteeilcherverhaltenauch
Wellerverhalterzeigen.

NachunsererErfahrungermit Photonerist zu vermuten,dassesauchbei Elektronennicht ausreicht,
die Beschreilnng auf ein einfachesTeilchen-oder Wellenmodellzu beschréankerEs ist zu vermuten,
dassdasVerhalterder Elektronenkomplexerist. Demsoll in denfolgendenAbschnitternachggangen
werden.

5.2 Doppelspaltexperimentmit Elektr onenund Atomen

Im Fall der Photonenkonntenwir Interferenzphanomenam DoppelspaltnachweisenEin analoges
Experimentidsstsichauchmit ElektronendurchfihrenlUm dasPrinzip zu veranschaulichemenutzen
wir wiederdasSimulationsprogrammum Doppelspalt-Experiment

Experiment 5.2 (Computer simulation): Starten Sie das Simulationsprogramm zum
Doppelspalt-Experiment. Wahlen Sie Elektronen mit einer Energie von 50 keV, eine Spaltbreite
von 0,3 um und einen Spaltabstand von 1 yum. Schalten Sie die Quelle ein. Die ersten nachge-
wiesenen Elektronen hinterlassen einzelne punktférmige Flecke an scheinbar zufalligen Stel-
len auf dem Schirm. Je mehr Elektronen nachgewiesen werden, desto deutlicher setzen sich
die punktférmigen Flecken zu dem bekannten Doppelspalt-Interferenzmuster zusammen (Abb.
5.2 (a) — (d)).

DasVerhaltender Elektronenim Doppelspalt-Experimernist véllig analogzu demvon Photoner(Ab-
schnitt4.2). JedeseinzelneElektron verhaltsich beim Nachweiswie ein Teilchen.Es Ubertragtseine
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Abbildung5.3: Aufbaudesinterferenzmusterauseinzelnnachg&iesenerHeliumatomer{experimen-
telle Originaldaten)

gesamtdenegie auf eineeinzelneStelleauf demSchirm.Erstwennmandie VerteilungausvielenEin-
zelaufschlagebetrachtetzeigtsich die charakteristisch@éellenerscheinungesinterferenzmusters.

Auchim Fall von Elektronerzeigtsich damit,dassQuantenobjektevederreinesWellerverhaltennoch
reinesTeilcherverhaltenzeigen.Wenn es sich um ein reinesWellenphanomerhandelte misstedas
Interferenzmusteron AnfanganaufdemSchirmvollstandigerscheinenwennauchmit sehrschwacher
Intensitat.Stattdessenvird einwohlbestimmteEnegiebetraganeinebestimmteStelleauf demSchirm
abg@ebenwie esfir teilchenhafted/erhaltencharakteristisclist. Mit teilchenhaftenVerhaltenallein
ist aberwiederumdasAuftretendeslinterferenzmustersur schwererklarbar

Die technischerSchwierigkeiterbei der DurchfihrungeinesDoppelspalt-Experimentsit Elektronen
sind so grof3, dasssie lange Zeit nur als Gedankengperimentevorstellbarwaren.Die Schwierigkeit
liegt in der Herstellungvon Spalten,derenBreite nur einenhalbenMikrometer betragt.Aus diesem
Grundgelangeserst1961 (an der UniversitatTlbingen),dasDoppelspaltgperimentmit Elektronen
durchzuflhrenSpaltbreite Spaltabstandind Elektroneneneyie entsprachemabeidenin Experiment
5.2 eingestellteWerten.

InzwischerkonntenBeugungseperimenteauchmit Neutronenmit ganzerAtomenund sogamit Mo-
lektlenverwirklicht werden An derUniversitatkonstanavurde 1991ein Doppelspaltgperimenteali-
siert,beidemHelium-Atomeals Ganzesur Interferenzgebrachivurden.Diesgelang,indemmansich
Technikenausder Halbleiterherstellungunutzemachte um auseinerdiinnenGoldfolie einenDoppel-
spaltmit zwei 1 pm breitenSpaltenim Abstandvon 8 um herzusteller{Abb. 5.4).In demExperiment
wurdendie Heliumatomevor demDoppelspaldurchElektronenstolin einenangergten Zustandge-
bracht.Dahintertrafensie auf eine Goldfolie, die als Detektorschirndiente.Sie gabendortihre Anre-
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gungsengdgie abundwurdenelektronischregistriert. Abb. 5.3 zeigt,wie sichnachundnachdaslnterfe-
renzmusteausden, Flecken“einzelnnachg&ieseneHeliumatomeufbaut DasExperimenerstreckte
sichlUbereinenZeitraumvon 42 Stundenso dasstrotz der gro3enZahl derinsgesamhachg&iesenen
AtomejedesAtom einzelnregistriertwerdenkonnte.

Experiment 5.3 (Computer simulation): Fuihren Sie eine Computersimulation des
Doppelspalt-Experiments mit Helium-Atomen durch. Stellen Sie im Simulationsprogramm die
oben angegebenen experimentellen Parameter und eine Energie von 100 meV ein. Verglei-
chen sie Ihr Ergebnis mit den Originaldaten aus Abb. 5.3. (Im realen Experiment betrug der
Abstand zwischen Doppelspalt und Schirm 1,95 m).

Abbildung5.4: Bei derBeugungvon Helium-AtomenverwendeteDoppelspalt

5.3 Die Wellenlangevon Elektr onen

EinegrundleggendeGrof3ezur CharakterisierunginerWelle ist die Wellenlange Wir gehendeshalmun
der Fragenach,welcheWellenlangeman Elektronenzuschreiberkann. Louis de Broglie, auf dendie
Ideevom WellerverhalterderElektronerzuriickgehtkonnteaucheinenAusdruckfir inre Wellenlange
angebenMan erhaltihn durch eine Analogiebetrachtungnit dem Fall von PhotonenDort gilt die
Relation(1.5) zwischender Frequenainddemimpuls einesPhotons:

p:h'f. (5.1)

c

Setztmanin dieseGleichung) - f = ¢ ein, ergibt sich

p=t 5:2)

In der AnalogiezwischenPhotonerund Elektronenstelltede Broglie die Hypotheseauf, dassdiesefur
Photonerabgeleitetdeziehungauchfiir Elektronergilt.

De-Broglie-BeziehungzwischenWellenlangeund Impuls:

h h
p=— bzw. A=— (5.3)
A p

DieseHypothesemussnun experimentellgetestetverden.Dies kannmit der schonin Experiments.1
benutztenElektronenbeugungsrid geschehenZunachststellenwir eine theoretischeErwartungfiir
die Wellenlangederin Experiments.1 verwendeterlektronenauf. Die Elektronendurchlaufenin der
Elektronenstrahlr6hreineBeschleunigungsspannubig . Sie werdendabeiauf die kinetischeEnegie
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Abbildung5.6: Geometriebei der Elektronenbeugung)

Fxin = eUp prapariertAlle Elektronendie von derGraphitfoliegebeugiverden besitzerdiesenwert
derkinetischerEnegie.

Mit Fiin = p%/(2m) bringenwir die de-Broglie-Beziehungn die Form
B h B h
- V2m Eyin N f\/QmeUB.
Mit Uz = 5 kV erhalterwir fur die de-Broglie-WéllenlangedenWert A = 1,710~ m.

(5.4)

Wertenwir nundasExperiment.1quantitatv aus.Manmuss
dazuwissendasslerGraphitkristalizweiNetzebenemit den _
Abstandend = 0,213 nmundd = 0, 123 nm besitzt(Abb. Yop23nm /|
5.5).In Analogiezur Bragg-Reflgion von Rontgenstrahlung v, ./

lautet die Bragg-Bedingundir die beidenhellen Ringe der 7 ,
Ordnungn = 1 fiir beideNetzebenen: -

A = 2d sin a. (5.5) )

Fur denhier vorliegendenFall kleiner Winkel gilt 2 sin o & N
sin 2a & tan 2«. Aus der Geometrieder Anordnung(Abb.

5.6)kannmanablesen:

_ Abbildung 5.5: Netzebenenm Gra-
tan 20 = R/L, 58 Hhitkristal
wobeiR derRadiusderBeugungsringend /. derAbstanddesKristalls vom Schirmist (im vorliegenden

Experimentst . = 0, 135 m. Gleichung(5.5)wird alsozu

d-R
L

A= (5.7)

Man misstdie Radienik; = 0,011 mund R, = 0,019 m. Fur denerstenRing mit demNetzebenenab-
standd; = 0,213 nmemibt sichalso
0,213-107°m- 1,1-107?m

A= - ! =1,7-10""'m. .
0.135m ,7-107"m (5.8)

FurdenzweitenRing mit d; = 0, 123 nmfindetman

0,123-107°m- 1,9-10"%m
A= ! =1,7-10""m. .
0.135m ,7-107"'m (5.9)
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P(X) = P.(x) + P,(x)

Abbildung5.7: Doppelspaltersuchmit Farbtropfcher(klassischerfeilchen)

In beidenFallenstimmtdasexperimentellerschlossenkErgebnisfiir A mit dertheoretischeikErwartung
nachdeBrogliesHypothesdiberein.

5.4 Doppelspaltexperimentmit klassischenTeilchenund mit Elektr onen

Wir habenin den voranggangenenAbschnitten gesehen,wie sich Elektronenim Doppelspalt-
Experimentverhalten.Hatte man ahnlicheErgebnisseauchmit klassischerTeilchenerhalten?Ergibt
sichmit FuBbéllendie mandurchzwei Lécherin einerMauerschief3teinevemleichbareVerteilung?
Um Elektronenundklassischéleilchennocheinmaldeutlichgegeneinanderu stellen,fuhrenwir den
Doppelspalt-¥rsuchmit Farbspraydurch.Es bestehtauskleinenTropfchen,undwir dirfenerwarten,
dassdiesesichnachdemklassischeeilchenmodellverhalten.

Experiment 5.4 (Experiment oder Simulation): Schneiden Sie mit einer scharfen Klinge zwei
Spalte in ein Blatt Papier oder Pappe. Spriihen Sie mit einer Farbspriihdose kleine Farbtropf-
chen durch diesen ,Doppelspalt* auf einen dahinterliegenden Papierschirm. Wenn die beiden
Spalte nicht zu weit auseinander liegen, werden Sie ein Muster wie in Abb. 5.7 (a) erhalten.
Die Intensitat der Farbe auf dem Papier ist hinter den Spalten am gré3ten und nimmt nach
auf3en hin kontinuierlich und ohne aufféllige Strukturen ab. Wir beschreiben die Verteilung der
Farbintensitat durch eine Funktion P(z).

DerVersuclzeigt,dasssichklassischdarbteilcherandersverhalterals Elektronen Dasvon denElek-
tronenerzeugteMuster(Abb. 5.2) zeigteauffallige StrukturenaushellenunddunklenLinien, die nicht
alsgeometrischefSchatten“desDoppelspaltgedeutetverdenkonnten.

Esgibt aberaufeinerfundamentalerekbenesinenweiterenUnterschiedzwischendenvonklassischen
Teilchenund von ElektronenerzeugterDoppelspalt-MusternEr wird in der folgendenVersuchsserie
sichtbar:
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Abbildung5.8: Doppelspaltersuchmit Elektronen

Experiment 5.5 (Experiment oder Computer simulation): In Experiment 5.4 wird Spalt 2
abgedeckt (Abb. 5.7 (b)), so dass nur Farbtropfchen von Spalt 1 auf das Papier gelangen. Es
ergibt sich die Farbintensitatsverteilung P, (z). Danach wird der andere Spalt abgedeckt, so
dass nur Farbe von Spalt 2 auf das Papier gelangt. Man erhélt so die Verteilung P (z) (Abb.
5.7 (c)).
Fur die in denbeidenExperimentergevonnenenFarbintensitatserteilurgen P(z), P (z) und P (z)
gilt:

P(z) = Py(z)+ Pa(z) (5.10)
Fur klassischeTeilchenist die beim DoppelspaligevonneneVerteilunggleich der Summeder beiden
Einzelspaltverteiingen(Abb. 5.7 (d)).

Ganzandersverlauft ein entsprechendeExperimentmit Elektronen.Zunéchsterinnernwir unsnoch
einmal an dasDoppelspaltgperimentmit zwei gedfnetenSpalten bei demsich auf dem Schirmdas
charakteristischénterferenzmusteergab (Abb. 5.8 (a)). Die Intensitatserteilungder Elektronenbe-
zeichnerwir wiedermit P(z). Nunwird jeweils einerder Spalteabgedeckt:

Experiment 5.6 (Computer simulation): Klicken Sie im Simulationsprogramm zum Doppel-
spaltversuch auf den Schirm und schlieen Sie Spalt 2. Nun kénnen die Elektronen nur noch
durch Spalt 1. Wenn Sie die Quelle einschalten und warten, bis sich das Schirmbild aufgebaut
hat, erhalten Sie eine Elektronenverteilung P (z), deren Maximum hinter Spalt 1 liegt (Abb. 5.8
(b)).

Nun 6ffnen Sie Spalt 2 wieder und schlie3en Spalt 1. Alle Elektronen missen jetzt durch Spalt
2. Nach Einschalten der Quelle ergibt sich die Verteilung P (z), deren Maximum hinter Spalt 2
liegt (Abb. 5.8 (c)).
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Legt mandie beidenVerteilungsmusteiibereinande¢Abb. 5.8 (d)), ergibt sicheineandeke Verteilung,
alsbei zwei gleichzeitiggedfnetenSpaltent Fiir Elektronengilt

P(z) # Pi(z) + Pa(x). (5.11)

Im Gegensatzzu klassischerTeilchenstellt esfir ElektroneneinenUnterschieddar, ob beide Spalte
gleichzeitigoffen sindoderob einernachdemanderergetfnetwird.

Eine Besonderheitallt beimVemleichvon Abb. 5.8 (a) und(c) auf. Bei zwei getfnetenSpalten(Abb.

5.8 (a)) gibt esmehrerentensitatsminimaan denenfastkeine Elektronennachg&isesenwurden.An

diesenStellenist die Elektronenintensitgrolier, wennnur ein Spaltgetfnetist. Dasheisstdassdort
mehrElektronemachg&iesenwerden obwohlmandie ,Zugangsméglichke&n“ (die Zahl der Spalte)
verringerthat.

Man kanndenUnterschiedzwischendenIntensitatserteilungernvon Elektronenund klassischeeil-
chen,dersichin denGleichunger(5.10)und(5.11) manifestiertauchquantitati erklaren.In dennach-
stenAbschnitterwerdenwir die dazunétigenBegriffe erarbeiten.

5.5 Wahrscheinlichkeitsinterpretation und Wellenfunktion

Auf denerstenBlick magdasVerhaltenvon Elektronen Photonerund andererQuantenobjekterecht
regelloserscheinenRufenwir unsnocheinmaldasDoppelspaltgperimenimit Elektronenins Gedacht-
nis: NachEinschalterder QuellewurdeneinzelneElektronenals,Flecke" auf demSchirmnachgevie-

sen.Niemandkonntevorhersagenyo dasnachsteElektronlandenwird.

Ein anderewnerwirrenderPunktist, dasssich Quantenobjekteinmalwie Wellen, ein anderedval wie
Teilchenzu verhaltenscheinenAuch hierist die Vorhersagaicht einfach,wannsie welchesVerhalten
zeigen.

Und docherlaubtdie Quantenmechaniklie Ergebnissaller an QuantenobjektedurchgefiihrteExpe-
rimentekorrektvorherzusagerDabeiwird der ,naive* Welle-Teilchen-Dualismus- die unreflektierte
NebeneinanderbenutzubgiderModelle— iiberwundenDen Schllissetlazuliefert eineErkenntnisdie
wir schonin Abschnitt4.2 im Zusammenhangqiit Photonergevonnenhaben:die Tatsachegdassdie
QuantenmechaniliberEinzelereignissaur Wahrscheinlichkeitsaussagemacht.

Ein solche<Einzelereignistelltauchdie Registrierungeinesklektronsauf demSchirmim Doppelspalt-
experimentdar. Eslasstsichnichtim voraussagenanwelchemOrt dasnachsteElektronnachgaviesen
werdenwird. Man kannaberdie Wahrsdeinlichkeitdaflirangebenlm Fall derPhotonerhattenwir ge-

sehendasswir zwar nicht erraterkonnten wo dasnéachsteéPhotonnachgaviesenwird. Wennaber100

Photonerhinzugefugiwwurden konntenwir mit hoherZuverlassigkeiingebenanwelchenStellenviele

undanwelchenwenigelandetenWir sindvon einerAussagdiberein Einzelereigniszu einerAussage
UberHaufigkeiterbzw. zu einerWahrscheinlichkeitsasagelibegegangen.

Die Intensitatserteilungder Elektronenwurdein denVersucherausdemletztenAbschnittdurcheine
Verteilungsfunktio P(z) charakterisiertgie angabwie hochdie Intensitatan einerbestimmterStelle
x war. DieseVerteilungsfunktion”(z) interpretiertmanquantenmechanisdais eineWahrscheinlich-
keitsdichte. P(z) - AV gibt die Wahrscheinlichkeiain, ein Elektronim RaumbereiclAV um denOrt
2 herumzu finden. P(z) hatan Stellenmit hoherNachweiswahrscheinlictgit einengrofRenWert, an
Stellenmit niedrigerWahrscheinlichkeieinenkleinenWert. An Stellen,wo manniemalsein Elektron
findet,ist P(z) Null.

!DasUbereinanderigenderbeidenVerteilungerkdnnenSieim Simulationsprogramrdadurcherreichendasssieaufden
Schirmklicken undin demFensterdasdaraufhinerscheintauf denmit ,A“ beschrifteterKnopf driicken.Damit wird das
automatisché& dschendesSchirmsnachjederAnderungder Konfigurationverhindert.
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Fur Quantenobjekte kann man eine Wahrscheinlichkeitsdichte P(z) angeben,die be-
stimmt, mit welcher Wahrscheinlichkeit das Quantenobjekt bei einer Messungim Volu-
menelementAV um denOrt z gefundenwird.

Eine derartigeWahrscheinlichkeitsasagelasstsich natirlich nur Gberprifenjindem man eine grof3e
Zahlvon ExperimenteranidentischprapariertereinzelnerElektronemrmacht.Genawlieswird im Dop-
pelspaltaperimentgetan:Sehrviele voneinandeunabhangig&lektronendurchlauferdie gleicheVer-
suchsapparatumdwerdennachg&iesen EinesolcheMengevonsehrvielenidentischpraparierterund
einandenichtbeeinflussendeBlektronenvurdein Abschnitt4.2alsein EnsemblebezeichnetDer Be-
griff desEnsemblespielteinezentraleRolle, wennesdarumgeht,dasVerhaltervon Quantenobjekten
mathematischk alsoquantitatv — zu charakterisieren.

Im Experimententsprichtder Wahrscheinlichkeit’(z) - AV die relative Haufigkeit, mit der manein
Elektronum denOrt 2z herumfindet. An denStellen,wo die Wahrscheinlichkeihochist, werdenviele
Elektronenregistriert. Entsprecheneverdenan Stellenmit niedrigerWahrscheinlichkeitvenigerElek-
tronengefunden.

Mit der Wahrscheinlichkeitsidhte P(z) lassersich Elektronenund andereQuantenobjektenathema-
tischbeschreiberiWennP(z) bekannist, kannmanz. B. die VerteilungderElektronerauf demSchirm
vorhersagerDasZiel quantenmechanischBerechnungeist es,die Wahrscheinlichkeitsfunkon P(z)
in derjeweils interessierendephysikalischerSituationzu ermitteln.

Eshatsichalsvorteilhaftherausgestellhicht mit P(z) selbstzu arbeiten,sondernmit einer Funktion
¥ (z), die manWellenfunktion nennt.Man erhalt P(z) ausy (z) durchQuadrieren?(z) = |¢(z)|*.

Die Wellenfunktionist einemEnsemblesonidentisd prapariertenQuantenobjekterugeordnetDer
zentralePunkt,der eserlaubt,denWelle-Teilchen-Dualismugn der Quantenmechaniku tiberwinden,
ist nun,dasgdie Wellenfunktioni(z) sichnachdenGesetzerder klassischenWellenlehre entwickelt.
Dasbedeutetdasssich () &hnlichwie eineklassisch&Vasser, Schall-oderelektromagnetisché/elle
ausbreitetwobeialle typischenwWellenphdnomenwie InterferenzoderBeugungauftreten.

Die Interpretatiorvon P(z) = |¢(z)|? als Wahrscheinlichkeitsdhteist einesder zentralenElemente
derQuantenmechanilSiewurdevon Max Born begrindetundist nachihm benannt:

BornscheWahrscheinlichkeitsinterpretaton: Quantenobjekte werden durch eine Wellen-
funktion < (x) beschrieben Siebreitet sich nachWellengesetzeaus.Die Wellenfunktion
bestimmt die Wahrscheinlichkeit, ein Quantenobjekt im VolumenelementAV um den
Ort @ nachzuweisen:

P(z) - AV = |¢(z)|? - AV. (5.12)

Machenwir unsnunanhanddesDoppelspaltgperimentslar, welcheKonsequenzedie wellenmafiige
Ausbreitungvon ¢(z) zusammemit der Wahrscheinlichkeitsiterpretatonvon |¢)(z)|* hat.In diesem
Versuchzeigtesich besondersleutlich,waswir als ,Dualismus”von Wellen- und Teilchenmodelbe-
zeichnehatten Die ElektronenwurdenaufdemSchirmals, Flecke" detektiert zeigtenalsobeimNach-
weisteilchenhafted/erhalten Andererseitdildete sich ausvielen dieserFleckedasInterferenzmuster
herausdastypischfir Wellerverhaltenist.

Im Licht der BornschenWahrscheinlichkeitsirrpretation haftet diesemErgebnisnichts Geheimnis-
vollesmehran.Die ElektronenwerdendurcheineWellenfunktions(z) beschriebendie sichnachden
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Abbildung 5.9: Wahrscheinlichkeitserteilung (graue Schattierung)und nachgaisene Elektronen
(schwarzePunkte) Jedunklerdie Schattierungum sogroRerist 4 (z)|2.

klassischeWellengesetzeausbreitetln Analogiezur WellenoptikbildetsicheineBeugungsfigurAbb.
5.9zeigtihrenVerlaufalsgraueSchattierung.

Dageayen gibt |1 (z)|? - AV die Wahrscheinlichkeitan, ein Elektron an einembestimmtenOrt, also
teilchenhaftnachzuweisenBeim Nachweisverhéaltsich ein Elektronteilchenhaft,d. h. eshinterlasst
einengenauokalisiertenFleckauf demSchirm(schwarzePunktein Abb. 5.9).

Damit erklart die BornscheWahrscheinlichkeitsiterpretatbon mit ihrer Verbindungvon wellenhafter
AusbreitungundteilchenhaftenNachweisdasErgebnisdesDoppelspaltgperimentsDen Aufbau des
InterferenzmusterauseinzelnernFlecken Der naive Welle-Teilchen-Dualismusst damitiberwunden.

Der naive Welle-Teilchen-Dualismuswird durch die BornscheWahrscheinlichkeitsinter-

pretation aufgeldst. Daswellenhafte Verhalten der Wellenfunktion und dasteilchenhafte
Verhalten beim Nachweisder Quantenobjekte erfassendie beidenscheinbargegensétzli-
chenZziigein einemeinheitlichen Bild.

5.6 Wellenfunktion und Wahrscheinlichkeitsverteilung beim
Doppelspalt-Experiment

Machenwir unsnunanhanddesDoppelspaltgperimentslar, welcheKonsequenzedie wellenmafiige
Ausbreitungvon ¢ (z) zusammemit derWahrscheinlichkeitsiterpretatonvon | (z)|* hat.Betrachten
wir nocheinmaldasExperiment.6, beidemnur Spaltl gedfnetist (Abb. 5.8 (b)). Man ordnetdiesen
Atomen eine Wellenfunktion, (z) zu, die sich wie eine Wasserwellehalbkreisformighinter Spalt1
ausbreitet{Abb. 5.10 (a)). Die Wahrscheinlichkeitgin Elektron auf dem Schirm an der Stelle z zu
finden,ist durch P (z) = |41 (z)|* gegeben Sieist hinter Spaltl amgrofiten.

DasEnsemblevon Elektronen auf dassichdie Wellenfunktiony, (z) beziehtbestehauseinerMenge
von einzelnenElektronendie alle demgleichenPraparationserfahrenunterzogerwurden,indemsie
Spaltl durchquerhabenJededieserElektronwird aneinemandererOrt auf demSchirmnachgevie-
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qJ P(X) = [y.(x)f

< P(X) = [W,()+W,(x)[°

U(x) = Pi(x) + Wy(x)

Abbildung5.10: Wellenfunktionbeim Doppelspalt-Experiment

sen,wobeieseinenteilchenhafterFleck hinterlasstDie Verteilung,die sichauf demSchirmnachdem
Nachweisvon sehrvielen Elektronerergibt, ist ein Abbild der Wahrscheinlichkeitsfuktion P; ().

Wie in Experiment5.6 kannmannun Spalt1 verschliel3erund dafiir Spalt2 6ffnen. Die Wellenfunk-
tion vz (z) ist danneine Welle, die von Spalt 2 ausgehtDie Wahrscheinlichkeitsfuktion ist durch
Py(z) = |¥y()|* gegebenNimmt mandie beidenVerteilungender getrenntdurchgefiihrterExperi-
mentezusammenerhaltmandie Gesamterteilung

P(z) = Pi(z) + Py(z), (5.13)
wie in Gleichung(5.10).

Anderssiehtdie Situationaus wennim DoppelspaltgperimenbeideSpaltegedfnetsind.Jetztgehtvon
beidenSpalteneineWelle aus:von Spalt1 die Wellenfunktion, (z), von Spalt2 die Wellenfunktion
1o () (Abb. 5.10(b)). NachderklassischeWellentheorigiberlagernsichdie beidenWellen,wie man
esz. B. auf derOberflacheeinesSeesheobachtekann,wennmanzwei Steinenicht allzuweitentfernt
voneinandeins Wassemirft. Mathematischwvird diesdurchdie Addition beiderWellenfunktionerzum
Ausdruckgebracht:

(x) = P (2) + a(2). (5.14)
Man sagt,dasgdie Elektronendie durcheinesolcheWellenfunktionbeschriebemverden sichin einem
Uberlagerungszustandausy; (z) undi), (z) befinden.

Nun kommt der entscheidendPunkt: Die Wahrscheinlichkeitsfuktion P(z) erhaltmanausder Wel-
lenfunktion(5.14) durchQuadrieren?’(z) = | (z)|?. Setztmandie Wellenfunktion(5.14)ein, ergibt
sichderfolgendeAusdruck:

P(z) = [¢n(z) + ¢o(a) ]
= g1 (@) " + [92(2)[* + 2901 (2) a(2). (5.15)

2Hier wird angenommendassdie Wellenfunktionreell ist. Hat man komplexe Zahleneingefiihrt,lautet der Ausdruck:
P(a) = 91 (#)2 + [92()]* + ¢1(2) 93 (2) + 0} (2) ().
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In der Wahrscheinlichkeitsfunkon P(z) tritt zu den beiden Einzelspalt-\érteilung$unktionen
|1(z)|? = Pi(x) und|¢2(z)]* = Py(z) nochein zusatzliber Term hinzu, denman Interferenzterm
nennt.Er emibt sich beim Ausmultiplizieren,weil die Wellenfunktionauseiner Summezweier Terme
bestehtEr ist deshallcharakteristischiir einenUberlagerungszustarvde (5.14).

Man kanndie letzte Gleichungauchfolgendermaf3eachreiben

Man kannsoerklaren, warummanbeim Doppelspaltgperimentmit zwei gedfnetenSpaltereine Ver-
teilungderElektronerfindet,fur die gilt (vgl. 5.11):

P(z) # Pi(e) + Pa(z), (5.17)

fur die manalsonicht einfachdie beidenEinzelspalterteilurgen P, (z) und P, (z) addiererkann.Der
Vemleich mit (5.16) machtesdeutlich: Der Interferenztermgder sich beim Ausmultiplizierenergeben
hat,ist daflrverantwortlich,dassin (5.17)kein Gleichheitszeichesteht.

Die Wahrscheinlichkeitsfuktion (5.15) beschreibtasbeim Doppelspaltgperimentbeobachteténter-
ferenzmuste(Abb. 5.3 und 6.4 (b)). Da wir die explizite mathematisch&orm der Wellenfunktionan
dieserStellenochnichtkennenkdnnenwir zwarnochnichtbestatigendassdie genaud-ormderVertei-
lung tatsachlichkorrektwiedegegeberwird. Wir kbnnenaberander Strukturder Gleichungundihrer
InterpretatiorablesengdassdasProblemdesnaivenWelle-Teilchen-DualismugjassdasVerstandnisler
Quantenphanomerso erschwertjiberwunderist.

Um diesnocheinmalzu verdeutlichenyollziehenwir nocheinmalim Detail denAblauf desDoppel-
spaltexperimentsnach: Das Ensemblevon sehrvielen Elektronendie die Versuchsanordnunginzeln
durchlaufenwird durchdie Wellenfunktionwy(z) = ¢ (z) 4+ v2(z) beschrieberDurchQuadriererder
Wellenfunktionerhaltmandie Wahrscheinlichkeitsfoktion (z), die die fir einenUberlagerungszu-
standcharakteristischemterferenztermenthéalt.Die Wahrscheinlichkeitsfunkbn wiederumbestimmt
die Wahrscheinlichkeittir jedeseinzelneElektron,an einerbestimmterStelleauf dem Schirmgefun-
denzu werden.Dabeiwird esals Teilchen nachg&iesen.Sehrviele Elektronen die auf dem Schirm
nachgaiesenwerden,hinterlasserdort eine Verteilungauf dem Schirm, die die Wellenstrukturder
Wahrscheinlichkeitsfurtion P(z) widerspigelt.
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