
Kapitel 5

Elektr onenals Quantenobjekte

5.1 Elektr onenbeugung

In denvorausgegangenenKapitelnwurdedeutlich,dassdie traditionelleVorstellungvomLicht alseiner
Wellenichtausreicht,umallebeobachtetenPhänomenevollständigzubeschreiben.Eszeigtesich,dass
mansowohl dasWellen- als auchdasTeilchenmodellzur Beschreibung desLichts benötigtund dass
keinesvon beidenallein ausreicht,um seinVerhaltenvollständigzu beschreiben.

Man kannsich fragen,ob die Natur so symmetrischaufgebautist, dasssich Wellenphänomeneauch
bei Objektennachweisenlassen,denenmanüblicherweiseTeilchencharakterzuschreibt.Im atomaren
BereichwärendasAtomeundihre Bestandteilewie Elektronen,ProtonenundNeutronen.Der Gedan-
ke einerWellennatur der Materie gehtauf Louis de Broglie (1923)zurück.Er ist einetheoretische
Vermutung,derenKonsequenzensichim Experimentbewährenmüssen.

Ein Beleg für Welleneigenschaftenvon Elektronenwäreder Nachweisvon Beugungs-oder Interfe-
renzphänomenen– dentypischenAnzeicheneinesWellenphänomens.Im Fall der Röntgenstrahlung
lassensich WelleneigenschaftendurchBeugungan denNetzebenenin einemKristall aufzeigen.Ein
ganzanalogesVorgehenist auchbei Elektronenmöglich,wie derfolgendeVersuchzeigt:

Experiment 5.1 (Elektr onenbeugung): In einer Elektronenröhre (Abb 5.1 (a)) emittiert die mit
6 V geheizte Kathode Elektronen. Diese durchlaufen eine Beschleunigungsspannung �®­Â3¯

kV. Sie werden von den nacheinander angeordneten Elektroden K ç , K è und A ç zu einem
Elektronenstrahl gebündelt. In der durchbohrten Anode A è durchquert der Strahl eine dünne
Folie aus polykristallinem Graphit. Auf dem Leuchtschirm erkennt man mehrere helle Ringe um

°

Abbildung5.1: (a) Elektronenbeugungsröhre,(b) BeugungsmusteraufdemLeuchtschirm
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±
Abbildung5.2:AufbaudesInterferenzmustersbeimDoppelspalt-Experiment

den zentralen Fleck in der Mitte (Abb. 5.1 (b)). Vergrößerung von � ­ bewirkt eine Verkleinerung
der Radien.

Die hellenRingewerdendurchElektronenbeugungverursacht.Wie beiderBragg-Reflexion vonRönt-
genstrahlenwerdendie ElektronenamKristallgitter desGraphitsgebeugt.DiesesBeugungsphänomen
ist ein starkerHinweisdarauf,dassdie ElektronennebenihremwohlbekanntenTeilchenverhaltenauch
Wellenverhaltenzeigen.

NachunserenErfahrungenmit Photonenist zu vermuten,dassesauchbei Elektronennicht ausreicht,
die Beschreibung auf ein einfachesTeilchen-oderWellenmodellzu beschränken.Es ist zu vermuten,
dassdasVerhaltenderElektronenkomplexer ist. Demsoll in denfolgendenAbschnittennachgegangen
werden.

5.2 Doppelspaltexperimentmit Elektr onenund Atomen

Im Fall der Photonenkonntenwir Interferenzphänomeneam Doppelspaltnachweisen.Ein analoges
Experimentlässtsichauchmit Elektronendurchführen.Um dasPrinzipzuveranschaulichen,benutzen
wir wiederdasSimulationsprogrammzumDoppelspalt-Experiment.

Experiment 5.2 (Computer simulation): Starten Sie das Simulationsprogramm zum
Doppelspalt-Experiment. Wählen Sie Elektronen mit einer Energie von 50 keV, eine Spaltbreite
von 0,3 ¬ m und einen Spaltabstand von 1 ¬ m. Schalten Sie die Quelle ein. Die ersten nachge-
wiesenen Elektronen hinterlassen einzelne punktförmige Flecke an scheinbar zufälligen Stel-
len auf dem Schirm. Je mehr Elektronen nachgewiesen werden, desto deutlicher setzen sich
die punktförmigen Flecken zu dem bekannten Doppelspalt-Interferenzmuster zusammen (Abb.
5.2 (a) – (d)).

DasVerhaltenderElektronenim Doppelspalt-Experimentist völlig analogzu demvon Photonen(Ab-
schnitt4.2). JedeseinzelneElektronverhältsich beim Nachweiswie ein Teilchen.Es überträgtseine
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Abbildung5.3:AufbaudesInterferenzmustersauseinzelnnachgewiesenenHeliumatomen(experimen-
telle Originaldaten)

gesamteEnergie aufeineeinzelneStelleaufdemSchirm.Erstwennmandie VerteilungausvielenEin-
zelaufschlägenbetrachtet,zeigtsichdie charakteristischeWellenerscheinungdesInterferenzmusters.

Auch im Fall von Elektronenzeigtsichdamit,dassQuantenobjektewederreinesWellenverhaltennoch
reinesTeilchenverhaltenzeigen.Wenn es sich um ein reinesWellenphänomenhandelte,müsstedas
InterferenzmustervonAnfanganaufdemSchirmvollständigerscheinen,wennauchmit sehrschwacher
Intensität.Stattdessenwird einwohlbestimmterEnergiebetraganeinebestimmteStelleaufdemSchirm
abgegeben,wie esfür teilchenhaftesVerhaltencharakteristischist. Mit teilchenhaftemVerhaltenallein
ist aberwiederumdasAuftretendesInterferenzmustersnurschwererklärbar.

Die technischenSchwierigkeitenbei derDurchführungeinesDoppelspalt-Experimentsmit Elektronen
sind so groß,dasssie langeZeit nur als Gedankenexperimentevorstellbarwaren.Die Schwierigkeit
liegt in der Herstellungvon Spalten,derenBreite nur einenhalbenMikrometer beträgt.Aus diesem
Grundgelangeserst1961(an der UniversitätTübingen),dasDoppelspaltexperimentmit Elektronen
durchzuführen.Spaltbreite,Spaltabstandund Elektronenenergie entsprachendabeidenin Experiment
5.2eingestelltenWerten.

InzwischenkonntenBeugungsexperimenteauchmit Neutronen,mit ganzenAtomenundsogarmit Mo-
lekülenverwirklicht werden.An derUniversitätKonstanzwurde1991einDoppelspaltexperimentreali-
siert,beidemHelium-AtomealsGanzeszur Interferenzgebrachtwurden.Diesgelang,indemmansich
TechnikenausderHalbleiterherstellungzunutzemachte,um auseinerdünnenGoldfolie einenDoppel-
spaltmit zwei 1 ¬ m breitenSpaltenim Abstandvon 8 ¬ m herzustellen(Abb. 5.4). In demExperiment
wurdendie Heliumatomevor demDoppelspaltdurchElektronenstoßin einenangeregtenZustandge-
bracht.Dahintertrafensieauf eineGoldfolie, die alsDetektorschirmdiente.Siegabendort ihre Anre-
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gungsenergieabundwurdenelektronischregistriert.Abb. 5.3zeigt,wie sichnachundnachdasInterfe-
renzmusterausden„Flecken“einzelnnachgewiesenerHeliumatomeaufbaut.DasExperimenterstreckte
sichübereinenZeitraumvon 42 Stunden,sodasstrotz dergroßenZahl der insgesamtnachgewiesenen
AtomejedesAtom einzelnregistriertwerdenkonnte.

Experiment 5.3 (Computer simulation): Führen Sie eine Computersimulation des
Doppelspalt-Experiments mit Helium-Atomen durch. Stellen Sie im Simulationsprogramm die
oben angegebenen experimentellen Parameter und eine Energie von 100 meV ein. Verglei-
chen sie Ihr Ergebnis mit den Originaldaten aus Abb. 5.3. (Im realen Experiment betrug der
Abstand zwischen Doppelspalt und Schirm 1,95 m).

Abbildung5.4:Bei derBeugungvonHelium-AtomenverwendeterDoppelspalt

5.3 Die Wellenlängevon Elektr onen

EinegrundlegendeGrößezurCharakterisierungeinerWelle ist dieWellenlänge. Wir gehendeshalbnun
derFragenach,welcheWellenlängemanElektronenzuschreibenkann.Louis de Broglie, auf dendie
IdeevomWellenverhaltenderElektronenzurückgeht,konnteaucheinenAusdruckfür ihreWellenlänge
angeben.Man erhält ihn durch eine Analogiebetrachtungmit dem Fall von Photonen.Dort gilt die
Relation(1.5)zwischenderFrequenzunddemImpulseinesPhotons:

ÇÈ3 2Î¹p-Ë 5 (5.1)

Setztmanin dieseGleichung� ¹�-?31Ë ein,ergibt sich

Çº3 2 � 5 (5.2)

In derAnalogiezwischenPhotonenundElektronenstelltedeBroglie die Hypotheseauf,dassdiesefür
PhotonenabgeleiteteBeziehungauchfür Elektronengilt.

De-Broglie-BeziehungzwischenWellenlängeund Impuls:

ÓÄÐ 7� bzw.
� Ð 7

Ó (5.3)

DieseHypothesemussnunexperimentellgetestetwerden.Dieskannmit derschonin Experiment5.1
benutztenElektronenbeugungsröhre geschehen.Zunächststellenwir eine theoretischeErwartungfür
die Wellenlängeder in Experiment5.1verwendetenElektronenauf.Die Elektronendurchlaufenin der
ElektronenstrahlröhreeineBeschleunigungsspannung� ­ . Siewerdendabeiauf die kinetischeEnergie
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Abbildung5.6:Geometriebei derElektronenbeugung)

. AKCFE 3@�M� ­ präpariert.Alle Elektronen,dievon derGraphitfoliegebeugtwerden,besitzendiesenWert
derkinetischenEnergie.

Mit . ADCFE 3 Ç è É Û ¸�� ß bringenwir die de-Broglie-Beziehungin die Form

�È3 2� ¸��?.BADCFE 3 2� ¸��?�M�®­ 5 (5.4)

Mit � ­ 3 ¯
kV erhaltenwir für die de-Broglie-WellenlängedenWert � 3´»�·��B¹�»pQ ¼ çRç m.

Wertenwir nundasExperiment5.1quantitativ aus.Manmuss

0,213 nm

0,123 nm

Abbildung 5.5: Netzebenenim Gra-
phitkristall

dazuwissen,dassderGraphitkristallzweiNetzebenenmit den
Abständen�>3�Q�·K¸�»�� nm und �>3 Q�·p»p¸�� nm besitzt(Abb.
5.5). In Analogiezur Bragg-Reflexion von Röntgenstrahlung
lautet die Bragg-Bedingungfür die beidenhellen Ringeder
Ordnung�?3´» für beideNetzebenen:

�º31¸���� �"!UãH5 (5.5)

Für denhier vorliegendenFall kleiner Winkel gilt ¸#� �"!Bã%$� �"!B¸�ã&$('�)�!U¸�ã . Aus der Geometrieder Anordnung(Abb.
5.6)kannmanablesen:

'�)�!B¸�ã 3%* É�+�· (5.6)

wobei * derRadiusderBeugungsringeund + derAbstanddesKristallsvomSchirmist (im vorliegenden
Experimentist +>3@Q�·p»�� ¯ m. Gleichung(5.5)wird alsozu

�º3 � ¹�*+ (5.7)

Man misstdie Radien* ç 31Q�·KQ�»�» m und * è 30Q�·KQ�»�, m. Für denerstenRing mit demNetzebenenab-
stand� ç 31Q�·K¸�»�� nmergibt sichalso

� 3 Q�·K¸�»���¹�»pQ ¼.- m ¹9»�·g»U¹
»gQ ¼ è mQ�·p»/� ¯ m 3´»�·0�²¹�»pQ ¼ çRç m 5 (5.8)

FürdenzweitenRing mit � è 31Q�·g»p¸�� nm findetman

� 3 Q�·p»p¸���¹�»pQ±¼.- m ¹9»�·0, ¹
»gQ±¼ è mQ�·p»/� ¯ m 3´»�·0�²¹�»pQ ¼ çRç m 5 (5.9)
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Abbildung5.7:Doppelspaltversuchmit Farbtröpfchen(klassischenTeilchen)

In beidenFällenstimmtdasexperimentellerschlosseneErgebnisfür � mit dertheoretischenErwartung
nachdeBrogliesHypotheseüberein.

5.4 Doppelspaltexperimentmit klassischenTeilchenund mit Elektr onen

Wir haben in den vorangegangenenAbschnitten gesehen,wie sich Elektronen im Doppelspalt-
Experimentverhalten.HättemanähnlicheErgebnisseauchmit klassischenTeilchenerhalten?Ergibt
sichmit Fußbällen,die mandurchzwei Löcherin einerMauerschießt,einevergleichbareVerteilung?
Um ElektronenundklassischeTeilchennocheinmaldeutlichgegeneinanderzu stellen,führenwir den
Doppelspalt-Versuchmit Farbspraydurch.EsbestehtauskleinenTröpfchen,undwir dürfenerwarten,
dassdiesesichnachdemklassischenTeilchenmodellverhalten.

Experiment 5.4 (Experiment oder Simulation): Schneiden Sie mit einer scharfen Klinge zwei
Spalte in ein Blatt Papier oder Pappe. Sprühen Sie mit einer Farbsprühdose kleine Farbtröpf-
chen durch diesen „Doppelspalt“ auf einen dahinterliegenden Papierschirm. Wenn die beiden
Spalte nicht zu weit auseinander liegen, werden Sie ein Muster wie in Abb. 5.7 (a) erhalten.
Die Intensität der Farbe auf dem Papier ist hinter den Spalten am größten und nimmt nach
außen hin kontinuierlich und ohne auffällige Strukturen ab. Wir beschreiben die Verteilung der
Farbintensität durch eine Funktion 2 Û�Ü6ß .
DerVersuchzeigt,dasssichklassischeFarbteilchenandersverhaltenalsElektronen.DasvondenElek-
tronenerzeugteMuster(Abb. 5.2) zeigteauffällige StrukturenaushellenunddunklenLinien, die nicht
alsgeometrischer„Schatten“desDoppelspaltsgedeutetwerdenkonnten.

Esgibt aberaufeinerfundamentalerenEbeneeinenweiterenUnterschiedzwischendenvonklassischen
Teilchenund von ElektronenerzeugtenDoppelspalt-Mustern.Er wird in der folgendenVersuchsserie
sichtbar:
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Abbildung5.8:Doppelspaltversuchmit Elektronen

Experiment 5.5 (Experiment oder Computer simulation): In Experiment 5.4 wird Spalt 2
abgedeckt (Abb. 5.7 (b)), so dass nur Farbtröpfchen von Spalt 1 auf das Papier gelangen. Es
ergibt sich die Farbintensitätsverteilung 2 ç Û Ü4ß . Danach wird der andere Spalt abgedeckt, so
dass nur Farbe von Spalt 2 auf das Papier gelangt. Man erhält so die Verteilung 2 è Û�Ü4ß (Abb.
5.7 (c)).

Für die in denbeidenExperimentengewonnenenFarbintensitätsverteilungen 2 Û�Ü6ß , 2 ç Û�Ü6ß und 2 è Û�Ü4ß
gilt: 2 Û�Ü6ß 3%2 ç Û�Ü6ß G32 è Û Ü4ß (5.10)

Für klassischeTeilchenist die beim DoppelspaltgewonneneVerteilunggleich der Summeder beiden
Einzelspaltverteilungen(Abb. 5.7 (d)).

Ganzandersverläuft ein entsprechendesExperimentmit Elektronen.Zunächsterinnernwir unsnoch
einmalan dasDoppelspaltexperimentmit zwei geöffnetenSpalten,bei demsich auf demSchirmdas
charakteristischeInterferenzmusterergab (Abb. 5.8 (a)). Die Intensitätsverteilungder Elektronenbe-
zeichnenwir wiedermit 2 Û�Ü4ß . Nun wird jeweilseinerderSpalteabgedeckt:

Experiment 5.6 (Computer simulation): Klicken Sie im Simulationsprogramm zum Doppel-
spaltversuch auf den Schirm und schließen Sie Spalt 2. Nun können die Elektronen nur noch
durch Spalt 1. Wenn Sie die Quelle einschalten und warten, bis sich das Schirmbild aufgebaut
hat, erhalten Sie eine Elektronenverteilung 2 ç Û�Ü6ß , deren Maximum hinter Spalt 1 liegt (Abb. 5.8
(b)).

Nun öffnen Sie Spalt 2 wieder und schließen Spalt 1. Alle Elektronen müssen jetzt durch Spalt
2. Nach Einschalten der Quelle ergibt sich die Verteilung 2 è Û Ü4ß , deren Maximum hinter Spalt 2
liegt (Abb. 5.8 (c)).
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Legt mandie beidenVerteilungsmusterübereinander(Abb. 5.8(d)), ergibt sicheineandere Verteilung,
alsbei zweigleichzeitiggeöffnetenSpalten.1 FürElektronengilt

2 Û�Ü4ß543%2 ç Û�Ü6ß G62 è Û�Ü4ß 5 (5.11)

Im Gegensatzzu klassischenTeilchenstellt esfür ElektroneneinenUnterschieddar, ob beideSpalte
gleichzeitigoffen sindoderob einernachdemanderengeöffnetwird.

EineBesonderheitfällt beimVergleichvon Abb. 5.8(a) und(c) auf.Bei zweigeöffnetenSpalten(Abb.
5.8 (a)) gibt esmehrereIntensitätsminima,andenenfastkeineElektronennachgewisesenwurden.An
diesenStellenist die Elektronenintensitätgrößer, wennnur ein Spaltgeöffnet ist. Dasheisst,dassdort
mehrElektronennachgewiesenwerden,obwohlmandie „Zugangsmöglichkeiten“ (dieZahlderSpalte)
verringerthat.

Man kanndenUnterschiedzwischendenIntensitätsverteilungenvon ElektronenundklassischenTeil-
chen,dersichin denGleichungen(5.10)und(5.11)manifestiert,auchquantitativ erklären.In dennäch-
stenAbschnittenwerdenwir die dazunötigenBegriffe erarbeiten.

5.5 Wahrscheinlichkeitsinterpretation und Wellenfunktion

Auf denerstenBlick magdasVerhaltenvon Elektronen,PhotonenundanderenQuantenobjektenrecht
regelloserscheinen.Rufenwir unsnocheinmaldasDoppelspaltexperimentmit ElektroneninsGedächt-
nis:NachEinschaltenderQuellewurdeneinzelneElektronenals„Flecke“ auf demSchirmnachgewie-
sen.Niemandkonntevorhersagen,wo dasnächsteElektronlandenwird.

Ein andererverwirrenderPunktist, dasssichQuantenobjekteeinmalwie Wellen,ein anderesMal wie
Teilchenzu verhaltenscheinen.Auch hier ist die Vorhersagenicht einfach,wannsiewelchesVerhalten
zeigen.

UnddocherlaubtdieQuantenmechanik,dieErgebnissealleranQuantenobjektendurchgeführtenExpe-
rimentekorrekt vorherzusagen.Dabeiwird der „naive“ Welle-Teilchen-Dualismus– die unreflektierte
NebeneinanderbenutzungbeiderModelle– überwunden.DenSchlüsseldazuliefert eineErkenntnis,die
wir schonin Abschnitt4.2 im Zusammenhangmit Photonengewonnenhaben:die Tatsache,dassdie
QuantenmechaniküberEinzelereignissenurWahrscheinlichkeitsaussagenmacht.

Ein solchesEinzelereignisstelltauchdieRegistrierungeinesElektronsaufdemSchirmim Doppelspalt-
experimentdar. Eslässtsichnicht im voraussagen,anwelchemOrt dasnächsteElektronnachgewiesen
werdenwird. MankannaberdieWahrscheinlichkeitdafürangeben.Im Fall derPhotonenhattenwir ge-
sehen,dasswir zwarnicht erratenkonnten,wo dasnächstePhotonnachgewiesenwird. Wennaber100
Photonenhinzugefügtwurden,konntenwir mit hoherZuverlässigkeitangeben,anwelchenStellenviele
undanwelchenwenigelandeten.Wir sindvon einerAussageüberein EinzelereigniszueinerAussage
überHäufigkeitenbzw. zu einerWahrscheinlichkeitsaussageübergegangen.

Die IntensitätsverteilungderElektronenwurdein denVersuchenausdemletztenAbschnittdurcheine
Verteilungsfunktion 2 Û�Ü6ß charakterisiert,die angab,wie hochdie IntensitätaneinerbestimmtenStelleÜ

war. DieseVerteilungsfunktion2 Û Ü4ß interpretiertmanquantenmechanischalseineWahrscheinlich-
keitsdichte. 2 Û�Ü6ß ¹/798 gibt die Wahrscheinlichkeitan,ein Elektronim Raumbereich798 um denOrtÜ

herumzu finden. 2 Û Ü4ß hat an Stellenmit hoherNachweiswahrscheinlichkeit einengroßenWert, an
Stellenmit niedrigerWahrscheinlichkeiteinenkleinenWert. An Stellen,wo manniemalsein Elektron
findet,ist 2 Û Ü4ß Null.

1DasÜbereinanderlegenderbeidenVerteilungenkönnenSieim Simulationsprogrammdadurcherreichen,dasssieaufden
Schirmklicken und in demFenster, dasdaraufhinerscheint,auf denmit „A“ beschriftetenKnopf drücken.Damit wird das
automatischeLöschendesSchirmsnachjederÄnderungderKonfigurationverhindert.
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Für Quantenobjekte kann man eine Wahrscheinlichkeitsdichte :<; =�> angeben,die be-
stimmt, mit welcher Wahrscheinlichkeit dasQuantenobjekt bei einer Messungim Volu-
menelement?A@ um denOrt = gefundenwird.

Eine derartigeWahrscheinlichkeitsaussagelässtsich natürlichnur überprüfen,indemmaneinegroße
ZahlvonExperimentenanidentischpräparierteneinzelnenElektronenmacht.Genaudieswird im Dop-
pelspaltexperimentgetan:Sehrviele voneinanderunabhängigeElektronendurchlaufendie gleicheVer-
suchsapparaturundwerdennachgewiesen.EinesolcheMengevonsehrvielenidentischpräpariertenund
einandernichtbeeinflussendenElektronenwurdein Abschnitt4.2alseinEnsemblebezeichnet.DerBe-
griff desEnsemblesspielteinezentraleRolle,wennesdarumgeht,dasVerhaltenvon Quantenobjekten
mathematisch– alsoquantitativ – zu charakterisieren.

Im Experimententsprichtder WahrscheinlichkeitB9CEDGFIH�J9K die relative Häufigkeit,mit der manein
Elektronum denOrt D herumfindet.An denStellen,wo die Wahrscheinlichkeithochist, werdenviele
Elektronenregistriert.EntsprechendwerdenanStellenmit niedrigerWahrscheinlichkeitwenigerElek-
tronengefunden.

Mit derWahrscheinlichkeitsdichte B9CEDLF lassensichElektronenundandereQuantenobjektemathema-
tischbeschreiben.Wenn B9CEDGF bekanntist, kannmanz.B. dieVerteilungderElektronenaufdemSchirm
vorhersagen.DasZiel quantenmechanischerBerechnungenist es,dieWahrscheinlichkeitsfunktion B9CEDGF
in derjeweils interessierendenphysikalischenSituationzuermitteln.

Eshatsichalsvorteilhaftherausgestellt,nicht mit B9CEDLF selbstzu arbeiten,sondernmit einerFunktionM CEDLF , die manWellenfunktion nennt.Man erhält B9CEDLF aus
M CEDLF durchQuadrieren:B9CEDLF#NPO M CQDLF�OSR .

Die Wellenfunktionist einemEnsemblevon identisch präpariertenQuantenobjektenzugeordnet.Der
zentralePunkt,dereserlaubt,denWelle-Teilchen-Dualismusin derQuantenmechanikzu überwinden,
ist nun,dassdieWellenfunktion

M CEDGF sichnachdenGesetzender klassischenWellenlehre entwickelt.
Dasbedeutet,dasssich

M CQDLF ähnlichwie eineklassischeWasser-, Schall-oderelektromagnetischeWelle
ausbreitet,wobeialle typischenWellenphänomenewie InterferenzoderBeugungauftreten.

Die Interpretationvon B9CQDLFTNUO M CEDLF/O R alsWahrscheinlichkeitsdichteist einesderzentralenElemente
derQuantenmechanik.Siewurdevon Max Bornbegründetundist nachihm benannt:

BornscheWahrscheinlichkeitsinterpretation: Quantenobjektewerden durch eine Wellen-
funktion VW; =�> beschrieben.Siebreitet sichnachWellengesetzenaus.Die Wellenfunktion
bestimmt die Wahrscheinlichkeit, ein Quantenobjekt im Volumenelement ?A@ um den
Ort = nachzuweisen: :<; =�>YX.?A@[Z]\SV^; =�>�\`_aX.?A@cb (5.12)

Machenwir unsnunanhanddesDoppelspaltexperimentsklar, welcheKonsequenzendiewellenmäßige
Ausbreitungvon

M CEDGF zusammenmit derWahrscheinlichkeitsinterpretationvon O M CEDGF�OSR hat.In diesem
Versuchzeigtesichbesondersdeutlich,waswir als „Dualismus“von Wellen- undTeilchenmodellbe-
zeichnethatten.Die ElektronenwurdenaufdemSchirmals„Flecke“ detektiert,zeigtenalsobeimNach-
weis teilchenhaftesVerhalten.AndererseitsbildetesichausvielendieserFleckedasInterferenzmuster
heraus,dastypischfür Wellenverhaltenist.

Im Licht der BornschenWahrscheinlichkeitsinterpretation haftet diesemErgebnisnichts Geheimnis-
vollesmehran.Die ElektronenwerdendurcheineWellenfunktion

M CEDGF beschrieben,die sichnachden
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Abbildung 5.9: Wahrscheinlichkeitsverteilung (graue Schattierung)und nachgewisene Elektronen
(schwarzePunkte).Jedunklerdie Schattierung,um sogrößerist O M CEDLF�O R .
klassischenWellengesetzenausbreitet.In AnalogiezurWellenoptikbildetsicheineBeugungsfigur.Abb.
5.9zeigtihrenVerlaufalsgraueSchattierung.

Dagegen gibt O M CEDLF/O R HLJ9K die Wahrscheinlichkeitan, ein Elektron an einembestimmtenOrt, also
teilchenhaftnachzuweisen.Beim Nachweisverhältsich ein Elektronteilchenhaft,d. h. eshinterlässt
einengenaulokalisiertenFleckauf demSchirm(schwarzePunktein Abb. 5.9).

Damit erklärt die BornscheWahrscheinlichkeitsinterpretation mit ihrer Verbindungvon wellenhafter
AusbreitungundteilchenhaftemNachweisdasErgebnisdesDoppelspaltexperiments:DenAufbaudes
InterferenzmustersauseinzelnenFlecken.DernaiveWelle-Teilchen-Dualismusist damitüberwunden.

Der naive Welle-Teilchen-Dualismuswird durch die BornscheWahrscheinlichkeitsinter-
pretation aufgelöst.DaswellenhafteVerhalten der Wellenfunktion und dasteilchenhafte
Verhalten beim Nachweisder Quantenobjekteerfassendie beidenscheinbargegensätzli-
chenZüge in einemeinheitlichenBild.

5.6 Wellenfunktion und Wahrscheinlichkeitsverteilung beim
Doppelspalt-Experiment

Machenwir unsnunanhanddesDoppelspaltexperimentsklar, welcheKonsequenzendiewellenmäßige
Ausbreitungvon

M CEDLF zusammenmit derWahrscheinlichkeitsinterpretationvon O M CEDLF�OdR hat.Betrachten
wir nocheinmaldasExperiment5.6,bei demnurSpalt1 geöffnet ist (Abb. 5.8 (b)). Manordnetdiesen
AtomeneineWellenfunktion

M�e CEDLF zu, die sich wie eineWasserwellehalbkreisförmighinter Spalt1
ausbreitet(Abb. 5.10 (a)). Die Wahrscheinlichkeit,ein Elektron auf dem Schirm an der Stelle D zu
finden,ist durch B e CEDLF#NPO M e CEDGF�O R gegeben.Sieist hinterSpalt1 amgrößten.

DasEnsemblevon Elektronen,aufdassichdie Wellenfunktion
M�e CEDLF bezieht,bestehtauseinerMenge

von einzelnenElektronen,die alle demgleichenPräparationsverfahrenunterzogenwurden,indemsie
Spalt1 durchquerthaben.JedesdieserElektronwird aneinemanderenOrt aufdemSchirmnachgewie-

36



ψf 2(x)

Q
g

ψf 1(x)

P(x) = | (x)|ψ1
2

Q
g

ψf 1(x)

P(x) = | (x)+ (x)|ψ ψ1 2
2
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Abbildung5.10:WellenfunktionbeimDoppelspalt-Experiment

sen,wobeieseinenteilchenhaftenFleckhinterlässt.Die Verteilung,die sichauf demSchirmnachdem
NachweisvonsehrvielenElektronenergibt, ist ein Abbild derWahrscheinlichkeitsfunktion B e CEDLF .
Wie in Experiment5.6 kannmannunSpalt1 verschließenund dafürSpalt2 öffnen.Die Wellenfunk-
tion

M R CEDGF ist danneine Welle, die von Spalt 2 ausgeht.Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ist durchB R CEDLFTN[O M R CEDLF�O R gegeben.Nimmt mandie beidenVerteilungender getrenntdurchgeführtenExperi-
mentezusammen,erhältmandie Gesamtverteilung

B9CEDLF�N%B e CEDGF�i6B R CEDLFkj (5.13)

wie in Gleichung(5.10).

AnderssiehtdieSituationaus,wennim DoppelspaltexperimentbeideSpaltegeöffnetsind.Jetztgehtvon
beidenSpalteneineWelle aus:von Spalt1 die Wellenfunktion

M�e CEDGF , von Spalt2 die WellenfunktionM R CEDLF (Abb. 5.10(b)). NachderklassischenWellentheorieüberlagernsichdie beidenWellen,wie man
esz. B. auf derOberflächeeinesSeesbeobachtenkann,wennmanzwei Steinenicht allzuweitentfernt
voneinanderinsWasserwirft. Mathematischwird diesdurchdieAddition beiderWellenfunktionenzum
Ausdruckgebracht: M CQDLFlN M�e CQDLF�i M R CEDGFkm (5.14)

Mansagt,dassdie Elektronen,die durcheinesolcheWellenfunktionbeschriebenwerden,sichin einem
Überlagerungszustandaus

M�e CEDLF und
M R CEDLF befinden.

Nun kommt derentscheidendePunkt:Die Wahrscheinlichkeitsfunktion B9CQDLF erhältmanausderWel-
lenfunktion(5.14)durchQuadrieren:B9CQDLFYNnO M CEDLF�O R . Setztmandie Wellenfunktion(5.14)ein, ergibt
sichderfolgendeAusdruck2:

B9CEDGFoN O M�e CEDGF�i M R CQDLF�O RN O M e CEDGF�O R i%O M R CQDLF�O R iqp M e CEDGF M R CEDGFkm (5.15)

2Hier wird angenommen,dassdie Wellenfunktionreell ist. Hat mankomplexe Zahleneingeführt,lautetder Ausdruck:r�s"t�u.vxw yGz{s"t�u�w |L}~w y | s"t�u�w |L}WyGz�s"t�uEy	�| s"t�u�}Wy��z s"t�uEy | s"t�u .
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In der Wahrscheinlichkeitsfunktion B9CQDLF tritt zu den beiden Einzelspalt-VerteilungsfunktionenO M e CEDLF/O R N�B e CEDLF und O M R CEDGF�O R NnB R CEDGF nochein zusätzlicher Term hinzu,denman Interferenzterm
nennt.Er ergibt sichbeim Ausmultiplizieren,weil die WellenfunktionauseinerSummezweierTerme
besteht.Er ist deshalbcharakteristischfür einenÜberlagerungszustandwie (5.14).

Man kanndie letzteGleichungauchfolgendermaßenschreiben

B9CEDGF#N%B e CEDLF�i6B R CEDGF�i6p M�e CEDLF M R m (5.16)

Man kannsoerklären, warummanbeimDoppelspaltexperimentmit zweigeöffnetenSpalteneineVer-
teilungderElektronenfindet,für die gilt (vgl. 5.11):

B9CEDLF5�N%B e CEDGF�i6B R CEDLFkj (5.17)

für die manalsonicht einfachdie beidenEinzelspaltverteilungen B e CEDGF und B R CEDLF addierenkann.Der
Vergleich mit (5.16)machtesdeutlich:Der Interferenzterm,der sichbeim Ausmultiplizierenergeben
hat,ist dafürverantwortlich,dassin (5.17)keinGleichheitszeichensteht.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion(5.15)beschreibtdasbeimDoppelspaltexperimentbeobachteteInter-
ferenzmuster(Abb. 5.3 und 6.4 (b)). Da wir die explizite mathematischeForm derWellenfunktionan
dieserStellenochnichtkennen,könnenwir zwarnochnichtbestätigen,dassdiegenaueFormderVertei-
lung tatsächlichkorrektwiedergegebenwird. Wir könnenaberanderStrukturderGleichungundihrer
Interpretationablesen,dassdasProblemdesnaivenWelle-Teilchen-Dualismus,dassdasVerständnisder
Quantenphänomenesoerschwert,überwundenist.

Um diesnocheinmalzu verdeutlichen,vollziehenwir nocheinmalim Detail denAblauf desDoppel-
spaltexperimentsnach:DasEnsemblevon sehrvielen Elektronen,die die Versuchsanordnungeinzeln
durchlaufen,wird durchdieWellenfunktion

M CEDLFlN M�e CEDLF.i M R CQDLF beschrieben.DurchQuadrierender
Wellenfunktionerhältmandie Wahrscheinlichkeitsfunktion B9CEDLF , die die für einenÜberlagerungszu-
standcharakteristischenInterferenztermeenthält.Die Wahrscheinlichkeitsfunktion wiederumbestimmt
die Wahrscheinlichkeitfür jedeseinzelneElektron,aneinerbestimmtenStelleauf demSchirmgefun-
denzu werden.Dabeiwird esals Teilchennachgewiesen.Sehrviele Elektronen,die auf demSchirm
nachgewiesenwerden,hinterlassendort eine Verteilungauf dem Schirm,die die Wellenstrukturder
Wahrscheinlichkeitsfunktion B9CEDLF widerspiegelt.
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