Kapitel 12

Atome

12.1 Was sind Atome?

Schon die Philosophen im klassischen Griechenland stellten sich die Frage, was passiert, wenn
man in Gedanken in immer kleinere Dimensionen der Materie vorst6f3t. Sind alle Stoffe im
Kleinen genauso aufgebaut wie im Grof3en oder sto3t man irgendwann auf fundamentale Bau-
steine der Materie? Uber Jahrtausende hinweg beschiftigte diese Frage die Gelehrten. Den
kleinsten Materiebausteinen wurde auch ein Name gegeben (wenn man auch sonst keine néhe-
re Vorstellung von ihnen hatten): Man nannte Ateme (= Unteilbare).

Erst im Verlauf des 19. Jahrhunderts kam man den Atomen nédher: Die Gesetze der chemi-
schen Bindung konnten verstanden werden, wenn man annahm, dass jedes chemische Element
aus gleichartigen Atomen besteht. Unterschiedliche Atomsorten kénnen sich zu chemischen
Verbindungen zusammenlagern. Weil jedes Atom eine charakteristische Masse besitzt, konn-
te man mit diesem Modell die Gewichtsverhéaltnisse verschiedener chemischer Verbindungen
vorhersagen.

Ein weiterer Hinweis auf die Existenz von Atomen kam aus der kinetischen Gastheorie, wo
man die Gasgesetze aus einem Modell herleiten konnte, in dem Atome durch elastische Stol3e
miteinander wechselwirken. Die moderne Physik hat die Hypothese vom atomaren Aufbau der
Materie auf vielfaltige Weise bestatigt. Heuzutage kann man sogar einzelne Atome in ,Fallen®
einsperren und das von ihnen ausgesendete Licht beobachten.

Die moderne Physik hat auch gezeigt, dass die Atome keine elementaren Bausteine sind. Sie be-
sitzen eine Struktur. Sie bestehen aus einem sehr kleinen, positiv geladenen Atomkern, an den
durch elektrische Anziehung Elektronen gebunden sind. Der Atomkern kann gerade so viele
Elektronen binden wie er positive Kernbausteine (Protonen) besitzt. Dadurch wird die Atom-
sorte (Wasserstoff, Sauerstoff, Eisen. . .) festgelegt, denn die Zahl der Elektronen bestimmt, wie
sich das Atom chemisch verhalt.
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12.2 Linienspektren

Wenn leuchtende Gase Licht aussenden, emittieren sie nicht alle Farben in gleicher Weise.
Die Gasatome emittieren nur ganz bestimmte Lichtwellenl&angen. Man sieht dies, wenn man
das von einem Leuchtgas ausgesandte Licht spektral zerlegt und es mit dem Spektrum von
~-gewohnlichem” Licht vergleicht.

Experiment 10.1: Untersuchen Sie mit einem Taschenspektroskop zuerst das auf einer wei-
Ren Wand reflektierte Tageslicht. Sie sehen eine kontinuierliche Verteilung aller Spektralfarben.
Beobachten Sie anschlieRend das Licht verschiedener Leuchtstoffrohren und einer Quecksil-
berdampflampe. Hier werden sie einzelne Linien bestimmter Farben finden. Man nennt ein
solches Spektrum ein diskretes oder Linienspektrum .

Mit dem folgenden Versuchsaufbau lasst sich das Linienspektrum von Wasserstoff genauer
vermessen:

Abbildung 12.1: Aufbau zur Vermessung des Wasserstoffspektrums

Experiment 10.2: Eine Balmer-Lampe sendet das Licht von atomarem Wasserstoff aus. Die
Lichtquelle wird nach Abbildung (12.1) mit Linse 1 scharf auf einen Spalt abgebildet. Dann
wird durch Verschieben der Linse 2 ein scharfes Spaltbild auf dem Schirm erzeugt. Zwischen
Linse 2 und dem Schirm wird ein Rowland-Gitter mit der Gitterkonstanten g eingefiigt. Die
Spektrallinien des Wasserstoffs werden auf dem Schirm sichtbar (Abbildung 12.2).

Abbildung 12.2: Linienspektrum des Wasserstoffs
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Die Wellenlangen, die zu den einzelnen Spektrallinien gehoren, lassen sich aus den Gesetzen
fir die Beugung am Gitter berechnen. Es gilt= g ¢ 2, wobeiD der Abstand zwischen dem
Maximum nullter und erster Ordnung uihdder Abstand zwischen Gitter und Schirm ist. Mit

f= 9 kann man die Wellenlangen der Wasserstofflinien in Frequenzen umrechnen.

Nicht alle Spektrallinien liegen im sichtbaren Bereich. Mit speziellen Detektoren lassen sich
auch im ultravioletten und infraroten Bereich Linien nachweisen. Man stellt fest, dass man
viele Spektrallinien in Gruppen zusammenfassen kann, dieSeaennennt. Die Linien einer
Serie ricken zum kurzwelligen Ende des Spektrums immer dichter zusammen (in Abbildung
12.2 auf der rechten Seite).

Die Linienspektren wurden bereits in der Mitte des 19. Jahrhunderts entdeckt. Ihre Bedeutung
blieb den damaligen Physikern véllig dunkel. Man konnte sie an einer gro3en Anzahl von Sub-
stanzen vermessen und katalogisieren. Erklaren konnte man sie aber nicht. Immerhin gelang es
Johann Jakob Balmer 1885, eine mathematische Gesetzmalfigkeit in der empirisch gefundenen
Lage der Linien von atomarem Wasserstoff zu finden. Durch geschicktes Kombinieren der Fre-
guenzen fand er eine Formel, die nicht nur die bis dahin bekannten Linien beschrieb, sondern
auch neue vorhersagte:

Die Spektrallinien von atomarem Wasserstoff werden durch die folgende Formel
(Balmer-Formel) beschrieben:

J— 1 - 1 .

T ="fry pecil Bev it (12.1)
Dabei ist fry = 3;2898 ¢ 10'° Hz eine Konstante, die sogenannte Rydberg-
Frequenz. Die Zahlm klassifiziert die verschiedenen Serien des Wasserstoffs:
m = 1: Lyman-Serie im Ultravioletten,

m = 2: die in Abbildung (12.2) abgebildete Balmer-Serie, teilweise im Sichtba-
ren,

m = 3: Paschen-Serie im Infraroten,

m = 4: Brackett-Serie im Infraroten.

N ist eine natdrliche Zahl, (mit n , m + 1), die die Linien innerhalb einer Serie
kennzeichnet.

Die Erklarung des physikalischen Inhalts dieser Formel und der Bedeutung der Linienspektren
uberhaupt ist eine der groRen Aufgaben der Atomphysik. Mit der Physik des 19. Jahrhunderts
konnte sie nicht bewéltigt werden. Das Bemuhen, die Linienspektren der Atome zu verstehen,
stellte einen entscheidenden Antrieb bei der Entwicklung der Quantenmechanik dar.
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12.3 Das Bohrsche Atommodell

Lesen Sie sich das folgende Zitat durch, das einem elektronischen Nachschlagewerk entnom-
men wurde:

ATOM

KERN

ELEKTRON

Ein Atom kiinnen wir uns wie ein
kleines Sonnensystemn vorstellen.
Elektronen keeisen auf Bahnen um den
Kern, Wenn ein Elektron Energie auf-
nimmt, springt es auf eine hdhere
Bahn. Fillt es auf seine urspriingliche
Bahn zuriick, gibt es die Energie in
Form elektromagnetischer Wellen ab.

Stellvertretend fur viele popularwissenschaftliche Texte steht es flr eine weit verbreitete Mo-
dellvorstellung von Atomen: Kleine Teilchen, die Elektronen kreisen auf bestimmten Bahnen
um den Atomkern. Diese Vorstellung hat so sehr Eingang in das allgemeine Denken gefunden,
dass man sie in unzahligen Darstellungen wiederfindet. Sie ist fast schon zu einem allgemeinen
Symbol fir das Atom geworden.

Der Ursprung dieser Vorstellung lasst sich genau angeben: Niels Bohr stellte 1913 ein Atom-
modell auf, das einen wichtigen Zwischenschritt auf dem Weg zum heutigen Verstandnis der
Atome darstellte. In seinem Modell laufen die als punktférmig geladene Teilchen angenomme-
nen Elektronen auf Kreisbahnen um den Kern.

Die den Kern umkreisenden Elektronen erinnern an die Planeten, die um die Sonne laufen.
Statt der Gravitationskraft tbernimmt die Coulomb-Kraft die Rolle der Zentripetalkraft. Doch
abgesehen von dieser relativ konventionellen Vorstellung enthélt das Bohrsche Atommodell
auch schon revolutionare Zige, die mit der klassischen Mechanik auf keinen Fall vereinbar
erscheinen.

Bohr wollte mit seinem Modell die Linienspektren der von den Atomen emittierten Strahlung
erklaren. Dazu machte er folgende Annahme (die auch heute noch Gultigkeit besitzt):

Der Drehimpuls L = m¢v ¢r ist ein Vielfaches von~. Damit ist auch die Energie
in Atomen quantisiert Die Elektronen im Atom kdnnen nur in Zustanden mit
ganz bestimmten Werten ihrer Energie existieren (den sogenanntestationaren
Zustander).
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Einer der stationaren Zustande in Bohrs Modell hat die niedrigste Energie. Er wiGaiedl-
zustand genannt. Im Fall des Wasserstoffs betragt die Energie des GrundzugtadidseV
(bezogen auf den Nullpunkt der Energieskala: dem ionisiert vorliegenden Atom, also den nicht
gebundenen einzelnen Elektronen und Protonen).

Um das Auftreten diskreter Linien im Spektrum erklaren zu kénnen, musste Bohr noch eine
zweite Annahme machen: Die Elektronen senden keine Strahlung aus, solange sie sich in ei-
nem der stationaren Zustande befinden. Licht wird erst bei eldbargangzwischen zwei
verschiedenen stationaren Zustanden emittiert oder absorbiert. Einen solchen Ubergang nann-
te erQuantensprung, um auszudriicken, dass es sich um einen diskontinuierlichen Prozess
handelte. Man kann diese zweite Annahme folgendermaf3en formulieren:

Ein Atom strahlt nur dann ein Photon ab, wenn ein Elektron von einem statio-
naren Zustand mit der Energie E,, in einen anderen Zustand mit einer niedrige-
ren Energie E,, Ubergeht. Fir die Frequenz des abgestrahlten Photons gilt:

h¢f=En i Em: (12.2)

Die Linienspektren kommen also in Bohrs Modell dadurch zustande, dass das Atom nur ganz
bestimmte Energiewerte annehmen kann. Das Licht, das bei den Ubergangen zwischen den
verschiedenen stationéren Zustanden emittiert wird, spiegelt die quantisierte Struktur der Ener-
gieniveaus im Atom wider. Mit den Resultaten, die er Uber die Lage der Energieniveaus beim
Wasserstoff machte, konnte Bohr die Balmer-Formel reproduzieren. Dies war die grof3e Lei-
stung des Bohrschen Modells: Erstmals konnte man ein Linienspektrum mit einem physikali-
schen Modell quantitativ beschreiben (wir werden das Wasserstoff-Spektrum in Kapitel 13 aus
einem echt quantenmechanischen Modell herleiten).

Die Bohrschen Modellannahmen waren vom Standpunkt der klassischen Mechanik aus vollig
unakzeptabel. Was sollte z. B. ein Elektron mit einer bestimmten Energie daran hindern, ein
klein wenig davon abzugeben oder etwas mehr davon aufzunehmen? Auch im Sonnensystem
laufen die Planeten zwar auf ganz bestimmten Bahnen. Aber kein Prinzip der Mechanik wirde
ihnen verbieten, auf einer Bahn mit einer geringflgig anderen Energie zu laufen, wenn sie
z. B. bei einer Kollision Energie verléren.

Bohr selbst war sich Uber diese Schwierigkeit durchaus im Klaren. Er schrieb, dass er ,keinen
Versuch einer mechanischen Begrindung® fur die Quantisierung der Energie gibt, weil dies
»=aussichtslos erscheint®. Im Modell Bohrs bleibt die Quantisierung des Drehimpulses und der
Energie ein Postulat, das nur durch den Erfolg des Modells gerechtfertigt ist.

Bohrs Modell konnte von den zeitgendssischen Physikern nur wegen seiner Erklarungsleistung
im Fall des Wasserstoffspektrums akzeptiert werden. Allen Physikern war jedoch klar, dass
Bohrs Modell nur ein Ubergangsstadium zu einer voll ausgereiften Quantentheorie darstellen
konnte. Zu unverbunden standen klassische und quantenhafte Ziige nebeneinander.
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Hinzu kam, dass der Erklarungserfolg, der fir das Wasserstoffatom geglickt war, sich fur na-
hezu keine andere Atomsorte wiederholen lie3. Das Spektrum der anderen Atome blieb nach
wie vor unerklart. Die Physiker machten sich also auf die Suche nach einer vollstandigeren
Beschreibung der Quantenphanomene. Das Ergebnis der Suche ist uns bereits bekannt: die
Beschreibung von Quantenobjekten durch Wellenfunktion, die Schrédingergleichung und die
Bornsche Wahrscheinlichkeitsinterpretation.

12.4 Abschied vom Bohrschen Atommodell

Wahrend der muhevollen Suche nach der korrekten Quantentheorie mussten einige Zige des
Bohrschen Atommodells aufgegeben werden, wahrend andere (wie die Quantisierung der Ener-
gie) beibehalten werden konnten. Der vielleicht radikalste Umbruch im Bild Uber den Aufbau
der Atome stellte die Erkenntnis dar, dass man den Elektronen in Atomen im Allgemeinen
die Eigenschaft ,Ort* nicht zuschreiben kann. Beim Doppelspaltversuch konnten wir zeigen,
dass man dem Elektron nicht eine bestimmte Bahn von der Quelle zum Schirm zuschreiben
kann — man kann noch nicht einmal sagen, dass es durch einen bestimmten Spalt geht. Ahnlich
muss man die Vorstellung von Bahnen im Atom aufgeben. Ein Elektron im Atom besitzt die
Eigenschaft ,Ort" nicht.

Die Aussage, dass sich die Elektronen im Atamoht auf wohldefinierten Bahnen bewegen
widerspricht unseren an der Alltagsphysik entwickelten Vorstellungen stark. Sie soll deshalb
mit der in Abschnitt 7.5 diskutierteHeisenbergschen Unbestimmtheitsrelatiomuantitativ
untermauert werden.

Nach der Unbestimmtheitsrelation ist es nicht moglich, Quantenobjekte in einen Zustand zu
bringen, in dem das Produkt ads (der Streuung der Ortsmesswerte) ubpl (der Streuung

der Impulsmesswerte) kleiner ist dis4... Betrachten wir ein Ensemble von Wasserstoffato-
men. Nehmen wir an (wie sich gleich zeigen wird: falschlich), dass das Elektron in jedem der
Atome auf irgendeine Weise so prapariert worden ist, dass es entlang einer Bahn lauft. Dann
muss der Ort relativ genau prapariert sein, sagen wir bis auf ein Zehntel des Atomdurchmessers.
Die Impulsstreuung, die dann nicht unterschritten werden kann, ist:

h
: 12.
¢p k4 4,.. ¢X ( 3)

In Abschnitt 7.3 wurdetp als Standardabweichung der statistischen Verteilung von Impuls-
messwerten definiert:

(€p)? = hp?i j hpiZ: (12.4)

Es musdipi = 0 gelten, denn sonst wirde eine mittlere Bewegung der Elektronen relativ zu
den (ruhenden) Atomkernen feststellbar sein. Es gilt g$b= (¢p)? und somit

. hp%i _ (¢p)?,
hEkini = om = om (12.5)
Setzen wir nun die Ungleichung (12.3) fir die Impulsstreuung ein, erhalten wir als Mindestwert
der mittleren kinetischen Energie der Elektronen:

h2
7 32.2m(¢x)?

hEpini (12.6)
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Fur das Wasserstoffatom liegt der experimentell bestimmte Atomdurchmesser bei etwa
1011 m. Wenn wir also in unserer Abschatzuthx = 101! m einsetzen, erhalten wir:

(6;6¢10134)2(Js)?

hEpini
kil > 35 2¢9:1¢10i%kg ¢ 10122m?

= 95eV: (12.7)

Unter den angenommenen Préparationsbedingungen (Ortsmesswerte streuen weniger als ein
Zehntel des Atomdurchmessers) lage die mittlere kinetische Energie der Elektronen also hoher
als 95 eV. Das Ubersteigt die zur lonisierung noétige Energie von 13,6 eV (Grundzustands-
energie, s. 0.) aber um ein Vielfaches. Das Atom wirde sofort ionisiert und damit zerstort.
Préparierte man die Elektronen im Atom also so, dass man von einem einigermaf3en gut defi-
nierten Ort reden kann, hatte der so hergestellte Zustand eine so hohe mittlere Energie, dass die
Elektronen gar nicht mehr an den Atomkern gebunden waren. Die Vorstellung von definierten
Bahnen im Atom muss also aufgegeben werden.

12.5 Quantisierung der Energie im Franck-Hertz-Versuch

Eines der charakteristischsten Merkmale von Atomen is@Quiantisierung der Energie Wie

bereits erwéhnt, ist die Tatsache, dass Elektronen in einem Atom nicht jeden beliebigen Wert
der Energie haben kénnen mit der klassischen Mechanik nicht zu erklaren. Und doch zeigt ein
klassisches Experiment der Atomphysik: Man kann Atomen durch Elektronenstol3 verschie-
dene Energiebetrage ,anbieten”. Sie kdnnen diese aber nur aufnehmen, wenn der angebotene
Energiebetrag genau ,passt".

Experiment 10.3 (Franck-Hertz-Versuch): Eine evakuierte Dreielektrodenrdhre (Abbildung
12.3) enthalt einen Tropfen Quecksilber.

Abbildung 12.3: Franck-Hertz-Versuch

Zur Erzeugung eines bestimmten Quecksilberdampfdrucks (etwa 0,02 bar) wird die Réhre in
einem elektrischen Ofen erhitzt. Die von der Glihkathode ausgehenden Elektronen werden
zwischen der Kathode und dem Gitter durch eine Spannung Ug beschleunigt (Abbildung 12.4
(a)). Die kinetische Energie, die sie unmittelbar vor dem Gitter erreichen, ist

1
imv2 =etUg: (12.8)
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Diese Energie befahigt die Elektronen, gegen eine zwischen Gitter und Anode anliegende
Bremsspannung Ug (etwa 1,5 V) anzulaufen. Die Elektronen, die an der Anode ankommen,
werden mit Hilfe eines Messverstarkers als Anodenstrom I nachgewiesen. Die Stromstéarke
wird mit einem x-y-Schreiber gegen die Beschleunigungsspannung Ug aufgetragen. Man er-
halt die in Abbildung (12.4 (b)) aufgetragene Kurve. Die Maxima der Kurve liegen um jeweils
¢Ug = 4;9 V voneinander entfernt.
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Abbildung 12.4: (a) Verschaltung der Franck-Hertz-Rohre, (b) Versuchsergebnis, (¢) Leuchtschichten
bei einer Neon-Rohre

Steigert man die Beschleunigungsspannung, so wachst nach (12.8) die kinetische Energie der
Elektronen. Es ware daher zu erwarten, dass bei wachsender Beschleunigungsspannung der
Anodenstrom immer weiter ansteigt. Zunéchst passiert das auch. Die Quecksilbergas-Atome
werden zwar von Elektronen ,bombardiert”, konnen aber keine Energie von ihnen aufnehmen.
Ist die Beschleunigungsspannung jedoch so grol3, dass die Elektronen kurz vor dem Gitter eine
kinetische Energie von 4,9 eV erreichen, passiert etwas anderes: Nun sind die Atome bei einem
Zusammenstol3 mit einem Elektron in der Lage, Energie von diesem aufzunehmen. Die Atome
werdenangeregt Die Elektronen, die ihre Energie bei dem Stol3 abgegeben haben, haben nun
nicht mehr gentgend Energie, um die Gegenspannung zwischen Gitter und Anode durchlaufen
zu kénnen. Der Anodenstrom sinkt auf ein Minimum ab (Abbildung 12.4 (b)).

Steigert man die Beschleunigungsspannung weiter, steigt der Anodenstrom zunéchst wieder
an, um bei¢Ug = 9;8 V auf ein zweites Minimum abzusinken. Die Elektronen haben nun
schon nach der Halfte des Weges ein Quecksilberatom angeregt. Nach der Kollision werden
sie erneut beschleunigt und kénnen kurz vor dem GitteregiteQuecksilberatom anregen.
Abbildung (12.4 (c)) gibt ein visuelles Bild der aufeinanderfolgenden Beschleunigungs- und
Anregungsprozesse: Nach jeder Anregung strahlen die Atome die Anregungsenergie in Form
von Licht wieder ab, so dass man Leuchtschichten in Bereichen der Rohre sieht, wo die Atome
angeregt werden. In den Bereichen dazwischen werden die Atome nicht angeregt.

Das Entscheidende bei diesem Versuch ist, dass die Quecksilberatome bei einer Kollision mit
einem Elektron nur eineganz bestimmteBnergiebetrag aufnehmen kdnnen. Durch Variation

der Beschleunigungsspannung kann man die Elektronen dem Atom verschiedene Energiebetra-
ge ,anbieten” lassen. Aber nur, wenn die Energie des Elektrons genau 4,9 eV betragt, kann das
Atom sie auch aufnehmen. Das ist ein starkes Indiz fir die von Bohr postulierte Quantisierung
der Energie im Atom.



12.6. Dreidimensionaler Potentialtopf und Orbitale 111

12.6 Dreidimensionaler Potentialtopf und Orbitale

In Bohrs Atommodell musste die Quantisierung der Energie in Atomen postuliert werden. Man
kann daher nicht sagen, dass seine Theorie die Energiequantisierung erklart. Sie wird als un-
erklartes Faktum in das Modell hineingesteckt und fuhrt zu den bekannten Konflikten mit der
klassischen Mechanik.

In unserer kurzen Einfihrung in die theoretische Beschreibung von Quantenobjekten, die im

letzten Kapitel gegeben wurde, ergaben sich jedoch quantisierte Energien auf ganz naturliche
Weise: Bei der Losung der Schrodinger-Gleichung fir den unendlich hohen Potentialtopf er-

hielten wir ohne weitere Annahmen das Ergebnis, dass Elektronen in einem Potentialtopf nur
ganz bestimmte Werte der Energie annehmen kénnen (Gleichung (10.13)). In der Quanten-
mechanik muss die Energiequantisierung also nicht postuliert werden; sie ergibt sich aus der
Theorie.

Bei genauerem Hinsehen lassen sich auch Analogien zwischen einem Elektron in einem Po-
tentialtopf und einem Elektron in einem Wasserstoffatom entdecken. Beide Elektronen sind
~eingesperrt®, d. h. sie sind durch Krafte an einen bestimmten Raumbereich gebunden.

Die beiden Systeme weisen demnach strukturelle Ahnlichkeiten auf. In einer ersten Naherung
konnen wir den unendlich hohen Potentialtopf daher als ,Modell-Atom* betrachten und an
ihm diskutieren, wie sich eingesperrte Elektronen verhalten (eine genauere Behandlung des
Wasserstoff-Atoms wird im folgenden Abschnitt gegeben). In Kapitel 10 des Lehrtextes wurde
der Potentialtopf nur in einer Dimension behandelt. Um Atome im dreidimensionalen Raum
zu modellieren, betrachten wir einen dreidimensionalen Potentialwirfel, bei dem das Potential
im Inneren eines Wiirfels der Kantenlaragden WertV, hat, wahrend es ausserhalb unendlich
groR wird (Abbildung 12.5¥.

z
aulden:
\V—> ®©
innen: y
V=V,
X

Abbildung 12.5: Dreidimensionaler Potentialwirfel

1In diesem Abschnitt werden Funktionen mehrerer Variablen benutzt. Stehen diese mathematischen Kenntnisse
nicht zur Verfligung, kann man zum nachsten Abschnitt (Wasserstoffatom) tibergehen.
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Um die Wellenfunktionen und Energieeigenwerte fur dieses Modell zu bestimmen, bendtigen
wir die Schrodinger-Gleichung in drei Raumdimensionen. Wir erinnern uns, dass die eindimen-
sionale Schrédinger-Gleichung

2 2 ?

+V(X) T(X) = Eges ¢ (X) (12.9)

Lomaxe

lautet (vgl. (8.28)). Statt die Argumente, die zu dieser Gleichung fiihrten, fir drei Raumdimen-
sionen zu wiederholen, versuchen wir, mit einer einfachen Uberlegung die richtige Gleichung
zu erraten. Elektronen in drei Raumdimensionen werden durch eine Wellenfunkowy; z)
beschrieben, die von den drei Koordinatery undz abhangt. Alle drei Koordinaten sollten
gleichberechtigt in die Schrodinger-Gleichung eingehen, denn physikalisch ist keine von ih-
nen vor den anderen ausgezeichnet. Die einfachste Méglichkeit, die Gleichung (12.9) in dieser
Weise zu verallgemeinern, ist

© 2 @2 @2 @Zﬂ ?
+ + +V(XY;2) T(XY:Z) = Eges ¢ T(X;Y;2): (12.10)

'2m @x2  0y2 022
In der Tat ist dies auch nach Aussage der Quantenmechanik die richtige Gleichung.

Bei der Losung der Gleichung kénnen wir von unseren Erfahrungen im eindimensionalen Fall
profitieren. Wir wissen bereits, dass die Funktionen

. -“tnx... )
sin a X (nk =1;2;3;::2) (12.11)
die Randbedingungen fir= 0 undx = a erfillen. Ahnlich erflllen die Funktionen
sin i%y. (ny=1,2;3;::2)
sin T-n;'"z- (n,=1;2;3;::2)

die Randbedingungen bgi= 0 undy = a bzw.z = 0 undz = a.

Das Produkt aller drei Funktionen erfllt also alle Randbedingungen, die durch die unendlich
hohen Wande am Rand des Potentialwirfels gestellt werden. Die Frage ist: Erflllt es auch die
Schrédinger-Gleichung (12.10)? Um dies zu Uberprifen, setzen wir den Ansatz

I T
“nxnyn, (X; Y5 2) = Asin %x ¢ sin %y ¢ sin %z (12.12)

in die Schrodinger-Gleichung (12.10) ein. Nach Ausfiihren der Ableitungen erhalten wir:

* 2 g2 2 p2en -
- Ui y™ z ~ ‘v 7) — ~ v 7).
1 a2 1 a2 1 a2 + Vo NxNynz (X, Yy, Z) - Eges ¢ NxNyNz (X, Y, Z)- (12-13)

'2m

Damit die Gleichung erfullt ist, muss gelten:

“‘2...2 i ¢
Eges = oma? nZ + nf, +n? +V, (Nx;Ny; N, =1;2;3;::00): (12.14)
Damit haben wir die Wellenfunktion und die méglichen Energien fur den dreidimensionalen
Potentialtopf bestimmt. Diskutieren wir nun die Bedeutung der Ergebnisse.



12.6. Dreidimensionaler Potentialtopf und Orbitale 113

Der hervorstechendste Unterschied zum eindimensionalen Fall ist, dass die Wellenfunktionen
und die Energieeigenwerte von d@uantenzahlenn,, ny, n, gekennzeichnet werden statt

von einer einzigen. Die drei Quantenzahlen kdnnen unabhangig voneinander alle Werte der na-
turlichen Zahlen annehmen. Es gibt dadurch eine grof3e Anzahl von mdglichen Kombinationen.

Wie beim eindimensionalen Potentialtopf ist die Energie quantisiert.

In Abbildung (12.6) sind die méglichen Energiewerte, die den verschiedenen Quantenzahlen
Ny, Ny, N, entsprechen, aufgetragen. Man nennt ein solches Diagramm ein Termschema. Man
sieht, dass ein einfaches Modell wie der dreidimensionale Potentialtopf schon ein relativ kom-
plexes Schema von Energieniveaus liefert. Jedem Ubergang zwischen zwei Energieniveaus ent-
spricht gemal der Gleichud = E,, § En, eine Linie im Linienspektrum. Einige mogliche
Ubergange sind in Abbildung (12.6) eingetragen.

E

2B.(3,2,2), ...

2B. (1,2,3), ...

2.B.(22.2)
zB. (3.1.1), .

z.B.(1,2,2), (2,1,2), (2,2,1)

z.B.(1,1,2), (2,1,1), (1,2,1)

(1,1,1)

Abbildung 12.6: Termschema des dreidimensionalen Potentialtopfs

Der stationdre Zustand mit der niedrigsten Energie (also der Grundzustand) ist durch die
Quantenzahlkombinatiomy = ny, = n, = 1 gegeben. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
j"111(X; y; 2)j? ist in Abbildung (12.7 (a)) dargestellt. Sie hat im Zentrum des Potentialtopfs
einen Bauch, der einer maximalen Aufenthaltswahrscheinlichkeit entspricht.

Abbildung 12.7: Wahrscheinlichkeitsdichten beim dreidimensionalen Potentialtopf
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Fur die Quantenzahlkombinationen

Ny = 2; ny=n;,=1
ny =2, Ny =n, =
n, =2, n=ny,=1

ergeben sich die in Abbildung (12.7 (b) — (d)) dargestellten Wahrscheinlichkeitsdichten. Alle
drei Zustande besitzen die gleiche Energie. Auffallig sind die Ebenejijait= 0, fiir die die
Wahrscheinlichkeit, ein Elektron zu finden, Null wird. Man bezeichnet sie als Knotenflachen.

Die Abbildungen geben einen Eindruck von den Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die sich fir
verschiedene Werte der Quantenzahlen einstellen. Sie entsprechen den aus der Chemie be-
kanntenOrbitalen. Damit meint man die Raumbereiche, in denen die Wahrscheinlichkeit, ein
Elektron zu finden, besonders hoch ist (z. B. die Regionen, in denen man das Elektron mit
neunzigprozentiger Wahrscheinlichkeit findet).



